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  چکیده
گیري از تقریب در تابع هدف و یابی جدیدي با بهرهدر این مقاله روش بهینه

قیدها جهت استفاده در معادلات لاگرانژ ارائه شده است. همچنین براي ایـن  
نزدیک کـردن جـواب    منظور بهمدل، الگوریتمی در قالب فرایند حل عددي 

خـاص   طـور  بـه تقریبی به جواب دقیق بهینه براي مسـائل واقعـی مهندسـی و    
 فـرم  بـه ارائه شده در این مدل عددي  اي ارائه شده است. تقریبمسائل سازه

بعدي بوده که با بیان جدیدي از تعریـف عمـومی انحنـاء و      n يفضاکره در 
متغیرهاي طراحی از  شدن جداشعاع انحناء ارائه شده است. این تقریب باعث 

تنها مجهول در دستگاه معادلات بهینه، ضرایب لاگرانـژ   که يطور بههم شده 
باشند. متغیرهاي طراحی به کمک روابط استخراج شده برحسب ضرایب می

شـوند. هـر گـام    اي حاصل مـی معادله گونه چیهلاگرانژ مستقیماً بدون تحلیل 
آوردن جـواب تقریبـی بهینـه و     دسـت  بـه محاسباتی شامل دو بخـش، یکـی   
انجام تقریب  منظور بهي قیدهاي فعال رو بردیگري برگرداندن جواب تقریبی 

با جداسازي متغیرهـاي طراحـی از معـادلات لاگرانـژ، زمـان       باشد.دد میمج
زمـانی مــورد نظــر در  -ي تاریخچــههـا  لیــتحلخصـوص بــراي   محاسـبات بــه 

تواند ذخیره شود. با استفاده از این روش دو مثال اي می ي لرزه ي بهینهها طرح
ی قـاب خمشـی بتنــی و   جـانب  مهـار بخـش اصـلی سیســتم    عنـوان  بـه اي سـازه 

اربندي مورد بررسی قرار گرفته که نتایج آن کاملاً منطبق با نتایج حاصـل  مه
کاهش تعداد متغیرها  لیدل بهباشند. در این روش از روش پنالتی خارجی می

   .باشدو طول گام بلند در محاسبات، سرعت همگرایی بالا می

بعدي، شعاع انحناء، نقطه مرجع، ضرایب لاگرانـژ،   nکره  :کلیديکلمات 
  مسائل مقید

  

  مقدمه -1
درگیــر شــدن متغیرهــاي یــابی بهینــه هــاي روش اکثــرمشــکل 

طراحــی در دســتگاه معــادلات حــل بــوده کــه حجــم محاســبات   
شدت براي مسائل واقعی مهندسـی و غیـره    یابی را بهپرتکرار بهینه
دهد. در این مقاله از روش لاگرانـژ اسـتفاده شـده کـه     افزایش می

باشــد. از جملــه مــی 1یــابی مســتقیم هــاي بهینــه زیرمجموعــه روش
باشـد.  مـی ] 5[ 2سازي پیاپیروش خطی ]،4-1[ هاي مستقیم روش

قابـل حـل بـوده، تعـداد      3در این روش که بـا تکنیـک سـیمپلکس   
عـلاوه دو برابـر    معادلات درگیر مسئله به تعداد قیـدهاي اصـلی بـه   

ــر    ــالا و پــایین هــر متغی       تعــداد متغیرهــاي طراحــی ناشــی از حــد ب
علاوه بر ] 9-7[ 4ریزي درجه دوم و یا در روش برنامه ]6[ باشدمی

     نیــز بــه مجهــولات اضــافه  5متغیرهــاي طراحــی، ضــرایب لاگرانــژ
] 10[ 6هاي غیرمسـتقیم ماننـد روش پنـالتی    شود. حتی در روشمی

یابی بـه تعـداد متغیرهـاي طراحـی     ي بهینه نیز تعداد معادلات مسئله
کـارگیري   هرحال در روش پیشنهادي به دلیل بـه  باشد. بهمسئله می
 8گیري براي معادلات لاگرانـژ  که در عملیات مشتق 7ويتوابع کر

به کارگرفته شـده، متغیرهـاي طراحـی از دسـتگاه معـادلات جـدا       
حجــم  جهــت نیــازاآینــد. مــی دســت بــهمســتقل  طــور بــهشــده و 

  .تواند به تعداد متغیرهاي طراحی کاهش یابد محاسبات می
 ریزي برنامهیا ] 5[ سازي پیاپی مانند روش خطی هایی روشدر 

تقریـب خـود مقـدار تـابع      منظور بهاز بسط تیلور  ]9-7[ درجه دوم

 28/04/95دریافت:  تاریخ
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اي در روش پیشنهادي، انحناء تابع با کـره  که یدرحالاستفاده شده 
n تغییـرات   اسـاس  بـر شود. با تعریف انحناء بعدي تقریب زده می

شـود.  یک شاخص تعیین مـی  عنوان به 9گرادیان تابع، شعاع انحناء
آوردن شعاع انحناء در هر نقطه مـورد محاسـبه    دست بها بنابراین ب

اي مماس بر تابع، کره صورت بهآن در مدل تقریبی  کارگیري بهو 
ــابع در طــول هــر گــام     ــان ت ــرات گرادی ــان و هــم تغیی هــم گرادی

  .شودمحاسباتی با مقدار ثابت تقریب زده می
در مورد استفاده از تقریـب کـروي بایـد بـه ایـن نکتـه توجـه        
داشـــت کـــه پـــس از هـــر گـــام محاســـباتی ازآنجاکـــه جـــواب 

دقیق نیست، معادلات مربوط به قیود فعـال را ارضـاء    آمده دست به
مبتنـی بـر بسـط تیلـور      هاي روشنکرده و از سوي دیگر برخلاف 

تـابع   خود]، 14، 13، 12، 6[ و یا سهمی درجه دوم] 11، 1[ خطی
بعــدي  هــاي گــامبنــابراین لازم اســت در  ؛شــودتقریــب زده نمــی

معـادلات مربـوط بـه قیـدهاي      يرو بـر محاسبات، جواب تقریبـی  
فعال برگردانده شود. در این روش، چنانچه نقطـه جـواب تقریبـی    

نامیــده شــود، معیــار  10حاصــل از معــادلات لاگرانــژ نقطــه مرجــع
 اسـاس  بـر ه بـر روي هـر یـک از معـادلات قیـد،      برگشتن این نقط

فاصله قیـد اصـلی (کمتـرین مانـده خطـا) از جـواب        ترین نزدیک
ایـن در حـالی اسـت کـه     انتخاب شده است.  )مرجع نقطهی (بیتقر

کـی بــه بسـط تیلــور، در هـر گــام    متّ هــاي روشماننـد   هـایی  روش
بــر  تأکیــديمحاسـباتی بــراي تقریـب زدن از روي هــر قیــد، ذاتـاً    

البته استفاده از مفهوم کمتـرین  خطا ندارند.  ي حداقل کردن مانده
یـابی از جملـه   بهینـه  هاي روشفاصله یا کمترین انحراف در دیگر 

روش تصویر گرادیان نیـز اسـتفاده شـده کـه در ایـن روش بـردار       
راستاي مماسی باید در کمترین انحراف از بـردار منفـی گرادیـان    

  ].16-15[ بهینه بوده، قرار گیردتابع هدف که یک بردار مرجع 
طورکلی هر گام محاسباتی شامل دو بخش، یکی به دسـت   به

آوردن جواب تقریبی بهینه و دیگري برگرداندن جواب تقریبی بر 
باشـد. در  منظور انجـام تقریـب مجـدد مـی     تک قیدها به روي تک

X)1( به X)0( ي مرجع از نقطه هنگام کردن ي به نحوه )1( شکل

) 1(در شکل  که يطور به  صورت گرافیکی نشان داده شده است. به
توان را می gXباشد. نقطهحدس اولیه می 0Xشود نقطه دیده می

قرار داشته و  g=0ي به دست آورد که هم  بر روي قید ا گونه به
منظـور از نقطـه    را دارا باشد.  0Xترین فاصله از نقطه  هم نزدیک
 ترین فاصله این است که بردار حاصـل از وصـل کـردن    با نزدیک

عمـود باشـد. یعنـی در امتـداد      g=0قیـد   بـر  ،0Xو  gXنقاط 
مقـدار  gXباشد. حال در نقطه  gXي نقطه در ∇gگرادیان قید، 
دسـت آورد. بـا   توان بـه را می g=0براي قید  gRشعاع انحناء، 

در نقطه  g=0، و نیز داشتن راستاي گرادیان قید gRکارگیري  به
gX توان مختصات مرکـز کـره،   می*

gX    .در را بـه دسـت آورد
*و  gRکـارگیري   بـا بـه   نجایا

gX  0اي معـادل بـا قیـد    کـره=g 
  براي تابع هدف  ترتیب همینشود. بهحاصل می eqg=0 صورت به

  

  
  X(1)به  X(0)ي مرجع  هنگام کردن نقطه ي به نحوه ):1شکل (
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)0(توان تابع کروي معادل مینیز 
eqF آورد. با توجـه بـه    به دست را

اینکــه تــابع هــدف یــک رویــه ثابــت و مشخصــی نیســت و داراي 
در نقطـه  تـوان  مـی است، بنابراین تابع معادل را  تراز هم هاي منحنی

تـابع   يآورد. بـا تعیـین شـعاع انحنـا     دسـت بـه  X)0( حدس اولیـه 
تــوان  مــی X)0( ي در نقطــه  ∇fو گرادیــان آن،   fR هــدف،

*مرکــز کـره،   ي مختصـات نقطـه  
fX  آورد. حـال بــا   بـه دســت را

تـابع هـدف،    ي و مرکـز کـره   eqg=0 معـادل قیـد   ي داشتن کره
*
fX 1(بهینـه   ي تـوان نقطـه  در فضاي کروي می(X  بـه دسـت  را 

*اساس از مرکز کره تابع هـدف،  این  آورد بر
fX تـرین  کوچـک 

)1(را برآورده کند کـره   eqg=0 اي که قید معادلکره
eqF   اسـت

باشـد.  مـی  X)1( ي در نقطـه  eqg=0که ممـاس بـر قیـد معـادل     
g=0در نزدیکی قید اصلی فعال  X)1( ي نقطه )1( مطابق شکل

مراحـل فـوق را    X)0(جاي هب X)1( ي باشد. با جایگزینی نقطهمی
توان تکرار می X)2( بعدي، ي بهینه ي آوردن نقطه دستبهجهت 

  .شود g=0به قید فعال  تر نزدیکحاصله  ي کرد تا نقطه
  

  روش لاگرانژ ه کروي ب یافته تعمیمبیان مدل  -2
بیان شده یابی در این قسمت ابتدا صورت عمومی مسائل بهینه

شود و نهایتاً پارامترهـاي  و در ادامه فرم تقریب کروي آن ارائه می
  .شوندیابی کروي مشخص میي بهینه مورد نیاز در مسئله

     یــابی در فـرم عمــومی آن بــه شــکل زیــر ي بهینــه یـک مســئله 
  :باشدمی

)1                                                              ()(Xff min =  

  تحت شرایط:
)2                                            (m  j      Xg j ...,,2,10)( =≤  

)3                                        (p  mj      Xg j ...,,10)( +==  

متغیر در یـک   nمتغیر، از  3یا  2جاي هچنانچه در فضاي نرم ب
تواند با مدل یابی فوق میي بهینه ي کره استفاده شود، مسئله معادله

  .زیر بیان شود شکل بهتقریبی کروي 

)4                         ()()(min )(22

1

* k
f

n

i
ifi XfRxxf +−−= ∑

=

  

  تحت شرایط:

 )5    (m  j         RxxXg j

n

i
ijij ...,,2,10)()( 22

1

* =≤−−= ∑
=

  

)6   (pmj         RxxXg j

n

i
ijij ,...,10)()( 22

1

* +==−−= ∑
=

  

تعــداد قیــد  mتعــداد متغیــر،  nتعــداد تکــرار محاســبات،  kکــه در آن 
    ام،iمتغیــر طراحــی   ixتعــداد قیــد مســاوي،  pتــا  m+1نامســاوي، از 

*
ifx ي  مؤلفهi     ،ام مختصات مرکـز کـره تـابع هـدف*

ijx  ي  مؤلفـهi ام
شعاع  jRشعاع انحناء تابع هدف،  fRام، j مختصات مرکز کره قید

)(ام و jانحناء قید  )(kXf   مقدار تابع هدف در تکـرارk باشـد.  ام مـی
)(در معادلات لاگرانژ مقدار ثابت  )(kXf شودحذف می.  

  

  توابع تقریبی مشخصاتتعیین پارامترها و  -3
  بعدي nکره شعاع انحناء  - 3-1

در مدل کره مماسی، گرادیان و نیز تغییرات گرادیان تـابع بـه   
کمک تعریف انحناء تقریب زده شده و از این طریق شعاع انحناء 

صورت یـک مقـدار ثابـت در هـر گـام       عنوان شاخص اصلی، به به
شود. بـا توجـه بـه اینکـه شـعاع انحنـاء       سازي میمحاسباتی، معادل

عمود بر سطح رویه و در راستاي گرادیـان اسـت، بنـابراین شـعاع     
، و  ∇gانحناء در داخل یک صفحه متعلق به دو بردار گرادیـان،  

نقطه بهینه حاصل از دو گـام آخـر محاسـبات     اصل دوفبردار حد 
دهـد   را نشـان مـی   مسیر بهینه )2( باشد. بردار اخیر مطابق شکلمی
  و  ∇g دو بردار داشتن باال ـمشخص شده است. ح V با حرف که
  

  
  w(i)بعدي در راستاي بهینه  n): شعاع انحناء در فضاي 2شکل (
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V توان بردار میw  را  باشـد  یم ـکه مماس بر رویه و در مسیر بهینه
تعیین نموده تا به کمک آن شعاع انحناء براي یک مسیر مشـخص  

منظور دستیابی به چنـین تعریفـی ابتـدا     از سطح رویه تعیین شود. به
 )،2( راستاي بهینه بر اساس دو نقطـه بهینـه متـوالی، مطـابق شـکل     

  .شودصورت زیر به دست آورده می به
  بردار مسیر بهینه برابر است با
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، بـردار عمـود بـر    ∇gو  Vبا توجه به مشخص بودن دو بردار 
g∇  و مقید به بردارV 17[ برابر خواهد بود با[:  
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gg
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Vw ∇
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∇
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لازم به ذکر اسـت کـه مطـابق تعریـف بایـد بـردار جهـت در        
  :کار برده شود بنابراینهصورت یکه ب به wمشتق سویی، 

)9                                                                         (
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0

w
ww =  

از سوي دیگر با تعریف بردار یکه گرادیان که عمود بر سطح 
  :بوده داریم

)10                                                                    (
g
gG

∇
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=  

حال مطابق تعریف، شعاع انحناء برابر با نسبت تغییـرات طـول   
بنـابراین مطـابق    ].18[ باشـد ي انحنـاء مـی   زاویـه انحناء به تغییرات 

  :) و بر اساس یک تناسب ساده داریم3شکل (

)11                                                    (
G

dG
R
Sdd ww

w
 

==φ  

ــه wφ کــه در آن طــول  wSو  w انحنــاء در امتــداد ي بــردار زاوی
  .باشدمی w قوس در امتداد

بـردار یکـه    صـورت یـک   بـه به اینکه بـردار گرادیـان    توجه با
  :توان نوشت) می11تعریف شده، براي رابطه (
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dG
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w
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  :که در آن

)13                                               (},...,,{ 21 nGGGG ∇=∇  

  

  
  ): شعاع انحناء، طول قوس، بردار یکه گرادیان3شکل (

  

تـوان بـراي   نسبت به متغیرها مـی  G ي مشتقات بردار با محاسبه
  :نوشت راي زیر  رابطه ∇G ماتریس

)الف)        -14( )12 ).( −−
∇∇∇−∇∇= gggIgHgDG T  

  :که در آن

ب)                                            -14(
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 ازآنجاکـه باشـد.  مـی ماتریس واحد  Iو تابع  11هسینماتریس  Hو 
 الـف)  -14( ، تـرم دوم رابطـه  اسـت عمـود   ∇g بر بـردار  wبردار 

 ) و12بنـابراین شـعاع انحنـاء بـر اسـاس روابـط (       ؛برابر صفر شـده 
  برابر است با: الف) -14(

)15                                                                  (
wH
g

R
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∇
=  

  بعدي nمرکز کره در فضاي  - 3-2
تـوان شـعاع   واقـع بـر روي تـابع مـی     Xمعلوم مانند  از هر نقطه

ترتیب بالا بعدي، به nانحناء را در یک راستاي مشخص از فضاي 
ي معلـومی از یـک تـابع، شـعاع      دست آورد. چنانچه براي نقطـه به

تـوان  کره و بردار یکـه گرادیـان نرمـال شـده، موجـود باشـند مـی       
  .صورت زیر مرکز کره را تعیین نمود به

بـا تـابع کـروي     با مساوي قرار دادن بردار گرادیـان یکـه تـابع   
  :معادل آن داریم
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)16          (                                                   
j

ijij
ij R

xx
G
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=  

) مرکـز کـره برابـر    16فـرم بـرداري رابطـه (    به کمکبنابراین 
  :است با

 )17                                                          (jjjj GRXX −=*  

توان تـابع  آوردن شعاع انحناء و مرکز کره می به دستحال با 
) ایجـاد  3) تـا ( 1هدف تقریبی و قیدهاي مسئله را مطـابق روابـط (  

  .نمود
  

  ي تقریبی ( نقطه مرجع) ي بهینه هنگام کردن نقطه به -4
بعد از اینکـه پارامترهـاي توابـع تقریبـی بـراي معـادلات و یـا        
نامعادلات قیدها و نیز تابع هدف حاصل شـد، تـابع لاگرانـژ بـراي     

منظـور   توان تشـکیل داد. معـادلات لاگرانـژ بـه    توابع تقریبی را می
تواند مد نظـر  قیود اصلی می ي تابع هدف با ملاحظه کردن حداقل

) 3) تا (1(یابی مطرح شده در روابط ي بهینه گیرد. اگر مسئلهقرار 
صــورت زیــر  تــوان بــهتــابع لاگرانــژ آن را مـی  را در نظـر بگیــریم 

  :نوشت
)18                                             (∑ =

µ+=
m

j jjx gfl
1

min  

   ضـریب لاگرانـژ قیـد     jµام و  jقید   gjتابع هدف،  fدر این رابطه 
j باشند.ام می 

در اینجا باید توجه داشت تکنیک حل براي قیدهاي نامساوي 
gj ≤ 0     به روش قیدهاي فعال است بدین معنی کـه در ابتـداي هـر

ي قیـدها فعـال بـوده و     گام محاسباتی فرض بر این است کـه همـه  
شـوند. بـا بـه دسـت آوردن     صورت مسـاوي در نظـر گرفتـه مـی     به

قیـد مربـوط بـه     ضرایب لاگرانژ چنانچه ضریب قیدي منفی باشـد 
ــی ــدداً     منف ــده و مج ــذف ش ــئله ح ــژ از مس ــرین ضــریب لاگران ت

شـود تـا هـیچ    قدر تکرار می آن کار نیاشود. محاسبات تکرار می
 تاکر وجود نداشته باشد. -قید با ضریب منفی مطابق شرایط کان

عنـوان معادلــه   ) برابـر صــفر بـه  18مشــتق رابطـه (  دادن قـرار بـا  
      تعریـــف شـــده در  gjو  fلاگرانـــژ و جـــایگزینی توابـــع تقریبـــی 

) در ایـن معادلـه، بـردار متغیرهـاي طراحـی برابـر       6) تا (4روابط (
  :خواهد شد با

  

 )19(                                    ( ) ( )µ+µ×+= ×
T

mnf XXX 11/**  

و بردار  X* ي ماتریسها مؤلفهطبق تعاریف قبلی  که يطور به
*
fX  به ترتیب برابر*

ijx  و*
ifx  خواهند بود. بنابراین متغیر طراحی

  ضرایب لاگرانژ حاصل شد. برحسبصورت غیر درگیر  به
  

  تعیین ضرایب لاگرانژ -5
=0صـورت   ي لاگرانژ به با استفاده از معادله

µ∂
∂

j 

 L  قیـد ،j  ام
کـه فـرم بـرداري قیـد معـادل کـروي آن برابـر         شود یمبرابر صفر 

  :خواهد بود با
)20                                            (2** )()( jj

T
j RXXXX =−−  

 )20) در رابطــه (19از رابطـه (  Xبـا جایگــذاري مقـدار بــردار   
  شود:معادله زیر حاصل می

)21             (m j      CBAg j
T
jj

T
j ,...,2,10 ==+µ+µµ=  

 :که يطور به

)22 (mmjj
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j
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j RXXXXXXA ×× −+−= 1)()1(2 2***
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)23             (T
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T
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T
j RXXXXB 1

2
1

**** 12)1()(2 ×× −−−=  

)24                              (2**** )()( jjf
T

jfj RXXXXC −−−=  

مسـتقل از متغیرهـاي طراحـی و     ترتیب معادلات لاگرانژ بدین
  :شودتنها وابسته به ضرایب لاگرانژ حاصل می

  

 ي مرجع بر روي سطح قیدها برگرداندن نقطه -6

تقریبی در هر  طور بهتوان معادلات و روابط فوق می بر اساس
گام محاسباتی شعاع انحناء و مرکز کره را براي هر یک از قیـدها  

پارامترهـاي   ي آورد. در تابع هدف، محاسبه به دستو تابع هدف 
مرجع) حاصل از گـام قبلـی   نقطه بهینه ( ي توابع تقریبی براي نقطه

مرجع حاصـل از   ي شود اما براي قیدهاي مسئله ابتدا نقطه انجام می
کمتـرین  ( فاصـله  تـرین  کوتـاه قیدها با  تک تک بر رويگام قبلی 

ي توابع تقریبـی بـراي   مانده خطا) از آن برده شده سپس پارامترها
 بـر روي آید. بردن یک نقطه می به دستقیدها  بر روينقاط واقع 

آن نقطـه از ســطح قیـد، خـود یــک     ي فاصـله  تــرین کوتـاه قیـد بـا   
تـابع هـدف و قیـد آن     کـه  يطـور  بـه باشـد  یـابی مـی  بهینـه  ي مسئله
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  :تواند تعریف شودزیر می صورت به
)25                                                             (      2)(min xl jx  

  تحت شرایط:
)26              (                                                        0)( =xg j  

  :که يطور به
)27      ()()()()()( )()(2 k

refj
Tk

refjj
T

jj XXXXxlxlxl −−==  

k)(که در آن 
refX  مختصات نقطه مرجع درk امین تکرار محاسبات

فاصله از آن،  ترین کوتاهام با  jقید  بر رويواقع  ي نقطه jXو 
)(xl j  بزرگی فاصله بینjX  و)(k

refX باشد.می  

 بـه دسـت  لاگرانژ براي ایـن مسـئله و    ي عادلهبا نوشتن تابع و م
آوردن ضــریب لاگرانـــژ نهایتـــاً بـــراي نقطــه بـــر روي قیـــد بـــا   

  تقریبی خواهیم داشت: ي بهینه ي فاصله تا نقطه ترین نزدیک
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refXj
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  :قید باشد داریم بر رويهمچنین براي اینکه نقطه 
)29                (                                                      0)( =xg j  

)1( ي آوردن نقطه به دستبنابراین با یک حدس اولیه و  +i
jX 

) 29در رابطـــه ( را آنijXمتغیـــر  n-1 تــوان ) مـــی28از رابطــه ( 
 به دستجدید  ي یک نقطه عنوان بهام را از آن nگذاشت و متغیر 

نقطـه   ،آورد و با تکرار این دو مرحله و رسیدن به همگرایـی لازم 
تقریبـی را   ي بهینـه  ي فاصله از نقطه ترین کوتاهقید با  بر رويواقع 

  .آورد به دست
  

 یابیالگوریتم بهینه -7

الگوریتمی جهت  ،قبلی ي بر مبناي روابط و مطالب ارائه شده
در  حل مسائل واقعی مهندسی ارائه شده کـه توسـط آن دو سـازه   

  بعدي بهینه خواهند شد. اساس الگوریتم چنین است: يها بخش
 ؛مرجع ي نقطه عنوان بهموجه  ي انتخاب یک نقطه -الف

ــه  -ب ــردن نقطـ ــدها در    ي بـ ــر یـــک از قیـ ــر روي هـ ــع بـ مرجـ
  ؛از این نقطه »فاصله ترین نزدیک«

قیـد کـروي در نقـاط     صـورت  بهسازي هریک از قیدها دلمعا -ج
و جایگزینی تقریـب کـروي معـادل بـراي      »ب«حاصل از بند 

  مرجع ي تابع هدف در نقطه
تشکیل و حل دستگاه معادلات درجه دوم مربـوط بـه ضـرایب     -ه

  قیدهاي معادل موجود   بر اساسلاگرانژ 
حذف ضـرایب و معـادلات لاگرانـژي کـه مقـدار آنهـا منفـی         -و

تـرین آنهـا) و حـل مجـدد دسـتگاه      از منفـی  به ترتیـب ( هستند
معادلات تا رسیدن به جواب مثبت یا صفر براي تمام ضـرایب  

  لاگرانژ
روابـط وابسـته بـه     بـه کمـک  مرجـع   ي تعیین مختصات نقطـه  -ي

ضرایب لاگرانژ. چنانچه قیدي در این نقطـه غیـر موجـه شـود،     
  »ه«این قید فعال محسوب شده و برگشت به بند 

 يکــروحاصــل بــراي قیــدهاي فعــال   ي نقطــه کــه یدرصــورت -ز
قیدهاي اصـلی مسـئله نیـز باشـد پایـان       بر روي )مرجع ي نقطه(

بـا   »ب«نـد  صـورت برگشـت بـه ب    ایـن  غیـر  یابی بـوده در بهینه
مرجـع قبلـی و    ي جاي نقطـه  همرجع جدید ب ي جایگزینی نقطه

 قبلی هاي گامتکرار 

لازم به ذکر است در این الگوریتم چنانچـه هـیچ قیـدي فعـال     
ضـرایب لاگرانـژ برابـر    ) 19نباشد و مسئله نامقید شود طبق رابطه (

* برابـر  X مقـدار صفر شده و 
fX   حـال بـراي تعیـین     .خواهـد شـد

شود که مسئله توجه شود، دیده می) 17رابطه ( بهچنانچه  Xمقدار 
شـده اسـت.   در مسـائل نامقیـد تبـدیل     12روش تندترین کـاهش به 

عنـوان یـک    بـه شـعاع انحنـاء   ي تندترین کـاهش   به شیوه کافیست
رسـاندن تـابع هـدف بـه      منظور تعیـین طـول گـام و    عدد اسکالر به

هرحـال در ایـن مقالـه بـا توجـه بـه        بـه  شـود. مقدار حـداقل، بهینـه   
معروفیت روش تندترین کاهش، مسائل نامقیـد مـورد بحـث قـرار     

  گیرند.نمی
  

 ها مثال -8

ي زیـر از تحلیـل اسـتاتیکی اسـتفاده شـده       هـاي سـاده   در مثال
است؛ چون در تبیین روش پیشنهادي، عمده تفاوت اساسی روش 

یـابی تکـرار   منظـر بهینـه  زمـانی نسـبت بـه اسـتاتیکی از      -تاریخچه
کـه   باشـد. درحـالی  هاي زمانی مختلف مـی  محاسبات بهینه در گام

  .اي از جزئیات روش پیشنهادي استهدف این مقاله نمایش ساده
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  مثال خرپا -8-1
بخشی از سیستم مهاربندي  عنوان به) این خرپا 4مطابق شکل (

قـرار گرفتـه اسـت چنانچـه هـدف       Fبا دو عضو تحت بار جـانبی  
 مکان حداقل کردن وزن خرپا با محدودیت تنش در اعضاء و تغییر

  :آن باشد خواهیم داشت رأسقائم نقطه 

)30                               ()
3

2
(),(min 2121 AALAAf +ρ=  

)31                         (                           3,2,1,0 =σ≤σ i     i  

)32                                                        (
E

L  0
00, σ

=δδ≤δ  

نتایج زیـر بـراي    Fتحت نیروي  α=30° با حل خرپا با زاویه
  شود:و تنش حاصل می مکان تغییرقیدهاي 

)33                                      (        
FFL

E
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3
3
8 σ

=
δ

≤+  

)34      (                                           
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3,2

σ
≥
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FA  FA  

  زیر: صورت بهمتغیر  با تغییر

)35                                  (03,02

20
2

10
1 ≥

σ
=≥

σ
=

A
Fx   

A
Fx  

شود. براي اطلاعات بیشـتر  زیر تبدیل می شکل بهمسئله  نهایتاً
  .مراجعه شود] 19[ به مرجع

21                      الف) -36(
21,

1
3
4),(min

21 xx
xxfxx +=  

  تحت شرایط:

      )ب -36(
                                           13

3
4

21 ≤+ xx  

  

  
  مکان خرپاي دو عضوي تحت قیدهاي تنش و تغییر ):4(شکل 

مرجـع برابـر   ي منظور حل مسـئله، حـدس اولیـه بـراي نقطـه      به
)5.0,5.0()0( =X       انتخاب شده اسـت. ایـن نقطـه مطـابق جـدول
  ) در هر گام محاسباتی بر روي قید برده شده است.1(

  

  ترین فاصله از نقطه مرجع  نقطه روي قید با کوتاه ):1(جدول 

X (نقطه روي قید)  X1 

x11 x12 
 2878/0 2171/0 1گام 

 3052/0 2041/0 2گام 

 2659/0 2336/0 3گام 

 2865/0 2182/0  4گام 

 2794/0 2235/0 16گام 
  

تابع هدف و قید باید شعاع انحناء تعیـین   بر رويدر نقاط واقع 
شود. با توجه به اینکه مسئله دوبعدي است هر انتخاب براي بـردار  

شـود بنـابراین در گـام    جهت تنها به یک شـعاع انحنـاء منجـر مـی    
اختیـاري مطـابق    صـورت  بهنخست بردار جهت براي شعاع انحناء 

  انتخاب شده است. )2(جدول 
  

نقطه متوالی مرجع براي تابع هدف  2): بردار مماسی مربوط به 2جدول (
  و قید

W    
  (بردار مماسی)

W1   Wf   
w11   w12   wf1    wf2   

 -7593/0 6508/0 -8/0 6/0 1گام 

 4490/0 4490/0 8/0 -6/0 2گام 

 -8065/0 5913/0 -8/0 6/0 3گام 

 8551/0 -5118/0 8/0 -6/0 4گام 

 8390/0 -5442/0 8/0 -6/0 16گام 
  

با تعیین بردار گرادیان و ماتریس هسـین تـابع هـدف و قیـدها     
ي روي قید، شعاع انحناء و متعاقباً  ي مرجع و نقطه ترتیب در نقطه به

  .) محاسبه شده است3معادل آنها، مطابق جدول (ي  مرکز کره
قیـد، ضـرایب    با داشتن مرکز کره و شعاع انحناء تابع هدف و

ــط (   ــژ مطــابق رواب ــادلات لاگران ــا (22ماتریســی مع ــل 24) ت ) قاب
محاسبه بوده و به کمک معادلات لاگرانژ ضریب لاگرانژ مطـابق  

 ) در هر گام به کمک حل عددي محاسـبه شـده اسـت.   4جدول (
   ) نقطه19ه (ـري رابطـارگیـک به با و ژـرانـلاگ بـضری از استفاده با
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  شعاع انحناء و مرکز کره براي تابع هدف و قید ):3(جدول 
 R  (شعاع انحناء)  X*  (مختصات مرکز کره)  
 

R1 Rf  
X*

1   X*
f   

x*
11   x*

12   X*
f1   X*

f2   
 7168/0 7530/0 -7122/599 -7829/799 3332/0 1000 1گام 

 5696/0 6386/0 -6948/599 -7959/799 1551/0 1000 2گام 

 5939/0 6281/0 -7341/599 -7664/799 1589/0 1000 3گام 

 5803/0 6325/0 -7135/599 -7818/799 1549/0 1000 4گام 

 5848/0 6307/0 -7206/599 -7765/799 1558/0 1000  16گام 
  

  و گام نهایی 4نتایج عددي تا گام محاسباتی ): 4(جدول 
	4گام   16گام  	3گام  	2گام  	1گام  	ها گام

546/5e6-  0135/0 0257/0  0491/0  0217/0 ||l1|| فاصله نقطه مرجع از قید 

5091/0e3-  5077/0e3-  5124/0e3-  5062/0e3-  6861/0e3-  1μ  ضریب لاگرانژ 

2235/0 2263/0 2182/0  2336/0  2041/0 x1 ي مرجع نقطه 
2794/0 2757/0 2865/0  2559/0  3052/0 x2 

5456/9 5206/9 6024/9 4690/9 8086/9  f  تابع هدف  
54/5e6-  0135/0 0257/0  0918/0  3543/0 || X (i-1) – X (i) || اندازه تغییرات نقطه مرجع  

  

تعیین شده است که در گام شانزدهم مقدار خطـا بـه   مرجع جدید 
 مـرور  بـه ) تـابع هـدف   4عدد ناچیزي رسیده است. مطابق جدول (

با توجه به اینکه این مسـئله فقـط یـک قیـد داشـته       کم شده است.
ي نقـاط مرجـع از قیـد     مرجع از هم برابر فاصله فاصله متوالی نقاط

نیـز   ]13[ ارجینیز شده است. حل ایـن مسـئله بـا روش پنـالتی خ ـ    
  یج کاملاً بر هم منطبق هستند.نتاانجام شده که 

  

  مثال تیر بتنی -8-2
  جهـت یر لنگر خمشـی هـم  تأث) تیر بتنی تحت 5مطابق شکل (

  

 ده که همانند شرایطی است که یکـرفته شـا در نظرگـدر دو انته
یـن تیـر بـا حـداقل     ا کنـد. ی تجربه مـی بار جانبقاب خمشی تحت 

ي  صورت سراسري و بـا آرمـاتور اضـافی در محـدوده     بهآرماتور 
بنابراین تابع هـدف و قیـدها   ؛ سوم طرفین تیر لحاظ شده است یک

  .شوندگرفته می در نظرصورت زیر  به

)37(                             
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  تحت شرایط:

  
  تیر بتنی تحت قید لنگر خمشی و عرض مقطع ):5(شکل 
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)59.0(          الف)                 -38( 
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ySn fb
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dFAM −≤                        
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   )39   (                 0
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xg     یا          cmbw 25≥                                    

ي مرجـع برابـر    منظور حل مسـئله، حـدس اولیـه بـراي نقطـه      به
)30,30,15()0( =X   ــابق الگـــوریتم       انتخـــاب شـــده اســـت. مطـ

باشـد  د و سه متغیر میقی دو داراي که بتنی تیر این براي یابی،بهینه
تـابع   روي بـر  نقـاط  در اسـت.  شـده  تهیه قبل مثال نظیرجداول نیز 
 اءـانحن اعـد شعـایـب) ارائه گردیده 5که در جدول (دها ـدف و قیـه

  ورتـص به اول گام براي انحناء ت شعاعـردار جهـود. بـن شـتعیی
  

بعدي ایـن   هاي گام در اما شده انتخاب )6( جدول مطابق اختیاري
ي مرجـع متـوالی محاسـبه شـده      نقطـه  دو ) از8بردار مطابق رابطه (

) محاسـبه و در جـدول   15مقدار شعاع انحناء مطابق رابطـه (  است.
  ) ارائه شده است.7(

نهـم   و در گام بیستشود ) دیده می8طور که در جدول ( همان
ــدازه ــرات نقطــه ان ــاچیزي رســیده اســت.    ي تغیی ــه عــدد ن ي مرجــع ب

 ي واقع بر روي هر دو قید ي مرجع از نقطه ي نقطه فاصله طور ینهم
کم شده اما مقدار تابع هدف رفتاري زیگزاگـی داشـته    مرور بهنیز 

توان گفت ایـن وضـعیت نشـان    و کاملاً کاهشی نیست بنابراین می
ي موجـه واقعـی    ي بهینـه در ناحیـه   از نزدیک شدن تدریجی نقطه

  از مقدار تر بزرگر تابع هدفی داـایتاً مقـت نهـن اسـدارد که ممک

  ي مرجع ترین فاصله از نقطه ي روي قید با کوتاه ): نقطه5جدول (

X  (نقطه روي دو قید)  X1  X2  
x11 x12 x13 x21 x22 x23 

 0000/30 0000/25 0000/15 1551/32 271/30 8705/17 1گام 

 2314/33 0000/25 1139/18 0431/33 9719/25 8725/17 2گام 

 4579/33 0000/25 5468/17 4602/33 0007/25 5499/17 3گام 

 3600/33 0000/25 6253/17 3600/33 0000/25 6253/17 4گام 

 4295/33 0000/25 5922/17 4295/33 0000/25 5941/17 29گام 
  

  ي متوالی مرجع نقطه 2بردار مماسی تابع هدف و قیدها حاصل از  ):6(جدول 

W  (بردار مماسی)  W1  W2  Wf  
w11 w12 w13 w21 w22 w23 wf1 wf2 wf3 

 -5144/0 -5143/0 6862/0 -8706/0 0/0 -4921/0 -3169/0 -8892/0 3299/0  1گام 

 4225/0 -8235/0 3786/0 7201/0 0/0 6939/0 1657/0 -9858/0 0268/0 2گام 

 6729/0 2768/0 -6860/0 3710/0 0/0 -9286/0 7966/0 0530/0 -6022/0 3گام 

 -8091/0 -0336/0 5867/0 -7802/0 0/0 6255/0 -7981/0 -0049/0 6025/0 4گام 

 -8161/0 -0182/0 5777/0 -8001/0 0/0 5999/0 -8001/0 -0000/0 5999/0  29گام 
  

  شعاع انحناء و مرکز کره براي تابع هدف و قید ):7(جدول 
  R  (شعاع انحناء)  X* (مختصات مرکز کره) 
 R1 R2 Rf 

X*1 X*2 X*f 

x*11 x*12 x*13 x*21 x*22 x*23 x*f1 x*f2 x*f3 

 4297/17 4291/17 -8463/3 0/30 0/1025 0/15 9/53 3/33 8/46 9079/25 1000 3/36 1گام 

 1248/13 3504/10 -9077/8 2/33 0/1025 1/18 0/79 3/34  8/76 2485/35 1000 3/75 2گام 

 7993/15 3965/13 -6307/5 5/33 0/1025 5/17 7/46  3/34  2/35 0493/30 1000 2/22 3گام 

 1162/13 2924/10 -4103/9 4/33 0/1025 6/17 8/46 7/27 4/35 6274/35 1000 5/22 4گام 

 9359/12 0582/10 -7333/9 4/33 0/1025 6/17 9/46 7/27 5/35 0637/36 1000 5/22  29گام 



 حسین مشکی و عبدالرضا جغتائی                                                                                                                                                                       

1395سال سوم، شماره چهارم، زمستان    70  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

 و گام نهایی 4نتایج عددي تا گام محاسباتی ): 8(جدول 

	3گام   4گام   29گام  	2گام  	1گام    ها گام
e4-9978/8  0442/0 1254/0  5282/0  4009/5 ||l1|| فاصله نقطه مرجع از قید 
e4-9978/8  0442/0 1254/0 6107/0  4876/4 ||l2|| 

5259/1 5248/1 3211/1  4466/0  7658/0 1μ  ضریب لاگرانژ 
0109/0 0106/0 0081/0  0105/0  0012/0 2μ  
5946/17 5987/17 6253/17  5468/17  1139/18 x1 

 x2 0101/25  0002/25  0000/25 0000/25 0000/25  ي مرجع نقطه

4288/33 3954/33 3600/33  4579/33  2314/33 x3 

5834/8 e6 5768/8 e6 5806/8 e6 5676/8 e6 7879/8 e6 f  تابع هدف  
e4-9978/8  0442/0 1254/0 6108/0 7110/6 || X (i-1) – X (i) || اندازه تغییرات نقطه مرجع  

  

  هاي قبلی خود داشته باشد. محاسبه شده در گام
 اي،خصوص در مسائل سازه در بسیاري از مسائل مهندسی و به

حد بالا و پایین براي متغیرهـاي طراحـی وجـود دارد کـه معمـولاً      
باشـد.  هـاي اجرایـی مـی   نامه و یا محـدودیت ناشی از ضوابط آیین

اسـت.   هـا  یتمحـدود قید دوم در مثـال تیـر بتنـی از ایـن دسـته از      
هر قید یک ضریب لاگرانژ به معادلات لاگرانـژ اضـافه    ازآنجاکه

تـوان ابتـدا تـک متغیـر     ضـرایب مـی  کند، براي حذف این نوع می
طـور   بـه قیـدها   گونـه  یـن امربـوط بـه    ي طرح را از تساوي نامعادلـه 

ــا      ــر طــرح و ب ــا داشــتن ایــن متغی ــپس ب ــین نمــود و س مســتقیم تعی
 ي )، ضرایب لاگرانژ نظیر این قیدها از بقیـه 19رابطه ( کارگیري به

نـوع  )، بـا بازنویسـی ایـن    21ضرایب جدا شده و نهایتاً در رابطـه ( 
ــه  ــادلات   ي ضــرایب برحســب بقی ــژ، دســتگاه مع ضــرایب لاگران

اي دیگـر، روابـط   در مقالـه  طور خاص بهشود. لاگرانژ اصلاح می
مربوط به جدا شدن این ضرایب از دستگاه معادلات لاگرانژ ارائه 

  خواهد شد.
  

  گیرينتیجه -9
کـروي بـا تعریـف     صـورت  بـه  یـابی  دروندر این مقالـه یـک   

از فضـاي هندسـی    تـر  بـزرگ انحنـاء در فضـایی   جدیدي از شعاع 
براي تابع هدف و قیدها جهت استفاده در روش لاگرانژ ارائه شد. 
همچنین الگوریتمی براي نزدیک کردن جواب تقریبی به جـواب  

  گردد:زیر ارائه می صورت بهدقیق ارائه شد. برخی نتایج 

) 19دسـتاوردهاي ایـن روش مطـابق رابطـه (     ترین مهمیکی از  -
-یابی می جداسازي متغیرهاي طراحی از دستگاه معادلات بهینه

متکی بـه   هاي روشمشابه مانند  هاي روشدر  که یدرحالباشد. 
بسط تیلور، تعداد مجهولات درگیر در حل مسـئله برابـر تعـداد    

تعـداد قیـدهاي اصـلی و اضـافی      ي عـلاوه  همتغیرهاي طراحی ب ـ
 باشد.ئله میمس

قیــدها بــا  بـر روي مرجــع  ي در ایـن روش از برگردانــدن نقطـه   -
شود. این در حالی است مانده خطا) استفاده میفاصله (حداقل 

متکی به بسط تیلور، در هر گام  هاي روشمانند  هایی روشکه 
بـر   تأکیـدي محاسباتی براي تقریب زدن از روي هر قیـد، ذاتـاً   

 ند.حداقل کردن مانده خطا ندار

حاصل از  هاي جوابنشان داد که  خرپا و تیر ايسازه هاي مثال -
 باشد.این روش با روش جریمه خارجی کاملاً یکسان می

در مسائلی مانند مثال دوم (تیر) که تعداد متغیرهـاي طراحـی از    -
باشـد   کننـده  کمـک تواند این روش می استتعداد قیدها بیشتر 

عـادلات لاگرانـژ   حـل م  بر رويچراکه حجم اصلی محاسبات 
تعـداد مجهـولات مسـتقل آن یعنـی ضـرایب       کـه  يطور بهبوده 

 لاگرانژ به تعداد قیدهاي مسئله خواهد بود.

با جداسازي متغیرها از معادلات لاگرانـژ و کـاهش محاسـبات     -
اي مبتنـی بـر   بهینـه لـرزه   يهـا  طـرح یابی امکـان بهتـري از   بهینه
 زمانی فراهم خواهد شد.-تاریخچه يها لیتحل

در مسائل واقعی مهندسی که امکان قیدهاي مربوط به حد بـالا   -



                                                                                                                          یابی کروي    اي به کمک درونیابی طرح لرزهجداسازي متغیرها در بهینه

71ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  1395سال سوم، شماره چهارم، زمستان 
  

توضـیح داده شـد،    کـه  يطـور  بـه یا پایین متغیرها وجود داشته، 
ضرایب لاگرانژ ایـن قیـدها از دسـتگاه معـادلات قابـل حـذف       

 کنند.بوده و بار اضافی به معادلات تحمیل نمی

ائل این مقاله به بیان روش پیشنهادي و چگونگی روند حل مس ـ -
هاي ساده پرداخت. لذا بررسی تفصیلی  یابی در قالب مثالبهینه

میزان دقت و سرعت همگرایی این روش در مقایسـه بـا دیگـر    
 شود. ي دیگري موکول می هاي کلاسیک و نوین به مقاله روش
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In this paper, a method is presented based on approximating the objective function and constrains in 

optimization problems in conjunction with Lagrange multiplier method. Besides, an algorithm is developed in this 

relation. Instead of linear or parabola terms employed in Taylor expansion to proceed cautiously with short step 

lengths, in the method presented here, an arc with constant curvature is used that makes it possible to proceed with 

relatively longer step lengths. For an n-dimensional optimization problem, the spheres are n-dimensional too. The 

radius of curvature and center of spheres can be determined at the tangent point between each function and its 

corresponding sphere. For the objective function, the parameters of sphere are determined at the reference point 

obtained by Lagrange equations, but for the constraints, first the reference point is returned to the surface of all the 

active constraints, then at the points on the constraints, the approximate parameters are calculated. Hence every 

computational step includes two parts: the determination of the reference point and returning it to the surface of 

active constraints. The criterion for returning to the active constraint is based on the shortest distance of the 

reference point from each of the active constraint, because the reference point is the output of optimization 

represented by Lagrange equations and so is the basis of the calculations. For returning the reference point to the 

active constraint, only one scalar variable is involved in the calculations. The introduction of the n-dimensional 

spheres both reduces the number of and simplifies the form of equations that need to be solved simultaneously to 

determine the optimum point and Lagrange multipliers at each optimization step, because the unknowns are now the 

Lagrange multipliers. This results in a significant reduction in computation time. Separating the design variables 

from Lagrange equations, the time of calculations may be saved for the loops of time-history analysis in the optimal 

seismic design. The method is applied to the optimization of two major parts of the lateral resistance systems, and 

the results are compared with those from penalty method. Considerable reduction of solution time is observed. 
 

Conclusions 
The following remarks and conclusions are pertinent with regard to the formulation and the results presented in 

the paper: 

(1) The structural examples solved by the method presented here have also been solved by the exterior penalty 

method where both methods have provided exactly the same optimum solutions. 

 (2) The proposed method does not depend on the convexity or the concavity of the constraints or the objective 

function, because the radius of sphere that indicates the curvature is directly utilized at each computational step. 

 (3) Similar to the other optimization methods, the convergence behaviour and success of the proposed method 

depends on the starting point.  

(4) Separating the design variables from Lagrange equations, the time of calculations may be saved for the 

loops of time-history analysis in the optimal seismic design. 
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(5) In this method, the criterion for the returning to the active constraint was utilized that is based on the 

shortest distance of the reference point from each of the active constraint (residual error); however, the methods 

based on Taylor expansion do not consider the minimization of residual error in every computational step. 

(6) Lagrange multipliers related to the constraints of lower and upper bound in the structural optimization 

problems can be decoupled from the others by the proposal method. 

 (7) Though of the time of computation to converge, the final solution is of great importance and should be 

discussed in detail. The space limitation does not let a proper comparison of convergence behaviour between the 

presented method and the exterior penalty method. Hence this issue has been postponed to a follow-up paper, but 

just qualitatively, the presented method has shown the convergence faster.  

 
Keywords: N-Dimensional Sphere; Radius of Curvature; Reference Point; Lagrange Multipliers; Contrained 
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