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  هشي ژوپيادداشت نوع مقاله: 

  

  چكيده
 شــوندهسختجــايي يــك سيســتم يــك درجــه آزاد  در اين مقاله، پاسخ جابه

هــاي مختلــف و سينوسي با فركــانس هايبارگذاريغيرخطي، تحت طيفي از  
دامنه نيروهاي متفاوت مورد بررسي قرار گرفتــه اســت. تغييــرات ســختي ايــن 

روش عددي كه شامل   9جايي داشت. از  با مقدار جابه  2سيستم، رابطه درجه  
، روش نيومــارك (روش شــتاب 2، روش شــتاب مرتبــه  3روش شتاب مرتبــه  

تتــا، روش -خطي)، روش نيومــارك (روش شــتاب متوســط)، روش ويلســون
تفاضل مركزي، روش جنينگــز، روش جنينگــز ارتقــاء يافتــه و روش ابــداعي 

بــا اســتفاده از جايي اين سيستم اســتفاده گرديــد. بود، براي محاسبه پاسخ جابه
جــايي سيســتم ثانيه، پاسخ جابه  001/0برابر با    ∆tو با استفاده از    روش ابداعي

 هــاي∆t  يبراپاسخ دقيق سيستم قلمداد گرديد. سپس،    عنوانبهو    شدمحاسبه  
ــتفاده  هيـ ـثان 01/0 و 008/0، 006/0، 004/0، 002/0، 001/0 ــا اس روش  9و ب

جــايي ايــن سيســتم بــه ازاي دامنــه عــددي معرفــي شــده در بــالا پاســخ جابــه
و   ديمحاسبه گرد  يوتنن  1000و    800،  600،  400،  200هاي برابر با  بارگذاري

روش بــه  9و ضريب تغييــرات خطــاي ايــن خطا مربعات   نيانگيجذر ممقادير  
 صــورتبهكــه نتــايج كــار  شــدهــاي تعريــف شــده در بــالا محاســبه ∆t ازاي

ي، رده شــده اســت. در مجمــوع، روش ابــداعاي در مقالــه آونمودارهايي ميله
روش جنينگز ارتقا يافته و روش جنينگز، به ترتيب صــعودي كمتــرين ميــزان 

. از لحــاظ ضــريب بودخطا را داشتند و بيشترين خطا مربوط به روش ويلسون  
هاي ويلسون، نيومارك شتاب متوسط و تفاضــل مركــزي، بــه تغييرات، روش
ب تغييرات را دارا بودند و روش جنينگز ارتقــا ضري  نيكمتر  ترتيب صعودي،

 .يافته، بيشترين ضريب تغييرات را داشت

هــاي عــددي در ديناميــك  ، روش 3  روش شــتاب مرتبــه   واژگــان كليــدي: 
 . خطا، ضريب تغييرات خطا  شونده، جذر ميانگين مربعات ها، سيستم سخت سازه 

دقت روش شتاب  زانيم يكمّ يبررس
  يعدد گريهاي دنسبت به روش 3مرتبه 

   ؛كي هارمون يبارگذار يبرا
  شونده سازه سخت كي ي:مطالعه مورد 
 درجه آزاد كي

  
    (نويسنده مسئول) يمسعود محمودآباد

، رانيدانشگاه قم، قم، ا ،يمهندس ي دانشكده فن ار،ياستاد
m.mahmoudabadi@qom.ac.ir 

    يفاطمه انصار
دانشگاه قم،  ،يمهندس يارشد سازه، دانشكده فن  كارشناسي يدانشجو 

 رانيقم، ا

  ياردكان يهاتففاطمه 
دانشگاه قم،  ،يمهندس يارشد سازه، دانشكده فن  كارشناسي يدانشجو 

  رانيقم، ا

  
  مقدمه - 1

و   يها به دو صورت خطسازه  يكيناميرفتار د  ،يدر حالت كل
حــاكم بــر   ليفرانس ــيكه معادلــه د  شودميدر نظر گرفته    يرخطيغ
مرتبــه دوم خواهــد بــود  ليفرانس ــيدلــه دمعا كي ــهــا ســتميس ني ــا 
روش جمــع آثــار   يحل آن به دو دسته كل  يهاروش  كهيطوربه
 .شودمي بنديدسته يزمان ميمستق گيريانتگرالو روش  يمد

نظــر   مــورد  tاگر پاســخ ســازه در لحظــه    يخط  يهاستميس  در
] بــه t  ,0ابتدا بــازه [  ،يزمان  ميمستق  گيريانتگرالباشد، طبق روش  

n  هــا (بــازه  ريز  نيكه معمولاً طول ا   شده  ميتقسبازه    ريزt∆ را بــا (

          هــابــازه  ري ــز  ني ــاز ا   كي ــ. در هــر  رنــديگيدر نظــر م ــ  يهم مساو
)t = t/n∆در نظــر گرفتــه ثابــت  يسازه ماننــد ســخت صوصيات) خ

 ني ــو ســپس از ا   شــودميهر گام محاســبه    يو پاسخ در انتهاشده  
 .شودمياستفاده  يگام بعد  يبرا  هياول  طيشرا   عنوانبهپاسخ 

  ي ها روش  دار، ي مشروط پا   ي گيري زمان انتگرال   ي ها روش   ن ي ب   از 
بــه علــت دقــت خــوب،    ي و تفاضــل مركــز   ومــارك ي ن   ي شتاب خط 

  ، ك ي دو روش كلاس ــ  ن ي ــكه در ا   رند ي گ ي مورد استفاده قرار م   شتر ي ب 
  . كند ي م   ر يي تغ   ي صورت خط شتاب، حداكثر به  رات يي مرتبه تغ 
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، )Gholampour et al., 2011( ور و همكارانمقاله غلامپ در
فــرض   يصورت ســهموبه  يشتاب در هر گام زمان  راتييمرتبه تغ

 يدارا   ،جاييبه چهارِ تابع جابهمرت  ايچند جمله  جهيشده كه در نت
عنوان مقاله به  نيا در اين تحقيق،  مجهول خواهد بود.    بيپنج ضر

 راتيي ــه مرتبــه تغتفــاوت ك ــ  نيدر نظر گرفته شد با ا   يمرجع اصل
در نظر گرفته شــد. در   3صورت درجه  به  يشتاب در هر گام زمان

مرتبه ســوم   ايصورت چندجملهبه  تابحالت كه ش  نيدر ا   جه،ينت
بــا شــش  5تــابع درجــه    كي ــ  ،ييجــاهدر نظر گرفته شد، تابع جاب ــ

مرتبــه شــتاب، تعــداد   شيبــا افــزا   نكــهيبود. بــا توجــه بــه ا   بيضر
ــتريجمــلات ب ــردر بس ــ يش ــوريت يط س ــه روش ل ــانســبت ب  يه

كه  روديانتظار م نيشود بنابرا ود در نظر گرفته ميوجم  كيكلاس
ت آن نســبت بــه ، دق ــ3با مرتبه شــتاب درجــه    يشنهاديدر روش پ

ــاروش ــالاتر باشــد. در ا  گــريد كيكلاس ــ يه  ــب ــرا  ني  يروش ب
حداقل مربعات استفاده  روش  ازدار  وزن  ماندهيمحاسبه انتگرال باق

ماننــد  يمحاســبات يافزارهــانرم  هــايتي ــاز قابل  مقالــه  ني ــدر ا   شد.
دقت   زانيم  كميّصورت  به  و  است  استفاده شده)  Matlab(متلب  

مانند   گريد  كيكلاس  يهارا با روش  3درجه    يروش شتاب عدد
 ومــارك،ين  يروش شــتاب خط ــ  ومــارك،يروش شتاب متوســط ن

و   مقاله غلامپور  كه در  سهموي  شتاب  روش  و  تتا  - لسونيروش و
 ســهياست، مقا شدهارائه  )Gholampour et al., 2011( همكاران

 است. دهيگرد

 ون ي فرمولاس   (Gholampour et al., 2011)  غلامپور و همكاران 
 ــ. در ا انــد نموده ارائــه    ي را روش شــتاب ســهمو   ــروش، تغ   ن ي   رات يي

  در نظــر گرفتــه شــده  2صــورت درجــه به  ي شتاب در هر گــام زمــان 
صــورت  به   ي شــتاب در هــر گــام زمــان   رات يي ــتغ   مقاله،   ن اي  در . است 

  مقاله   ن ي ا   ي موضوع نوآور  ن ي كه ا  است ه در نظر گرفته شد  3درجه 
نويسندگان اين مقاله بــر ايــن باورنــد كــه بســط روش شــتاب  است. 
لازم شــود.  مي   براي اولين بار است كه لااقل در ايران انجام   3مرتبه  

 (Gholampour et al., 2011) مقاله مــذكور دركه به ذكر است 
 ــپاســخ دق  ــ قي ــار غيرخطــي تحــت  يبرش ــســاختمان  كي ــا رفت ب
آن بــا   يب ــيو ســپس پاســخ تقر  شــدهمحاســبه    ينوسيس  يبارگذار
اســت و   دهي ــمحاسبه گرد  يوش شتاب سهموو ر  وماركيروش ن

پاسخ طبقات اول و دوم بــا   ،يزمان  خچهيتار  هايصورت نموداربه
 در رســديظــر مه نكه ب ــ  يشده است. نقص  سهيآنها مقا  قيپاسخ دق
اســت  ني ــوجــود دارد، ا  )Gholampour et al., 2011( اين مقاله
صــورت متناظرشــان به قي ــدق هــايبــا پاســخ يب ــيتقر هايكه پاسخ

 روش 9 هــايخطا  مقاله،  ناي  در.  اندشده  سهيمقا  يو نمودار  يفيك
 گريكــدي) محاســبه و بــا  ي(عدد  يصورت كمّبه  عددي،  مختلف

 كي ــ  ســتميس  كي ــ  جاييجابهمقاله، پاسخ    نيدر ا   .اندشده  سهيمقا
 هايياز بارگذار  يفيتحت ط  ،يرخطيشونده غدرجه آزاد سخت

متفــاوت مــورد   يروهاين  مختلف و دامنه  هايبا فركانس  ينوسيس
از   ينوسيس  يبارگذار  ايهيقرار گرفته است. فركانس زاو  يبررس

داده شد   رييتغ  هيبر ثان  انيراد  1/0  شيبا افزا   هيبر ثان  انيراد  30تا    1
ــد ــخ ا  بيترتنيو ب  ــپاس ــتميس ني  ــتحــت ا  س ــذار 291 ني  يبارگ

محاســبه   اين مقالــه،در    دهيمطرح گرد  يروش عدد  9با    ينوسيس
 بــا  برابــر  ∆tو بــا اســتفاده از    ياست. با استفاده از روش ابداع  شده
 قيعنوان پاسخ دقمحاسبه و به  ستميس  جاييجابهپاسخ    هثاني  001/0
، 002/0،  001/0  هــاي∆t  ياســت. ســپس بــرا   شــدهقلمداد    ستميس

 ــثان 01/0و  008/0، 006/0، 004/0 ــتفاده هيـ ــا اسـ روش  9 از و بـ
 ني ــا   جــاييجابــهخ  پاس ــ  يقبل ــ  يهــاشــده در بخــش  يمعرف  يعدد
 800،  600،  400،  200برابر با    يهايدامنه بارگذار  يبه ازا   ستميس
ت مربعــا  نيانگي ــجــذر م  ريو مقــاد  دي ــمحاسبه گرد  وتنين  1000و  

بــراي مقايســه   شــد.شده در بالا محاسبه    فيتعر  هاي∆t  يخطا برا 
هــاي هاي مختلف با يكديگر، ميــانگين خطاهــاي فركــانسروش

و نيز ضــريب تغييــرات آنهــا بــا يكــديگر مقايســه شــده و  مختلف
روش شتاب   ،ناي  بر  ي لازم انجام شده است. علاوههايريگجهينت

 زاني ــبــه روش شــتاب مرتبــه ســوم بســط داده شــده و م ،ســهموي
با روش شتاب مرتبــه   آن،ب تغييرات  و نيز ضري  روش  نيا   يخطا

 لازم انجام شده است. هاييرگيجهيو نت سهيمقا ،)يدوم (سهمو

 كي ــ) Gholampour et al., 2011لامپــور و همكــاران (غ 
حــل   يبــرا   وزنــي  تــابع  چنــد  از  استفاده  بادار  وزن  ماندهيروش باق
ــاميمســائل د ــد. آنهــا مرتبــه ســازه يرخط ــيغ يكين ــه نمودن ها ارائ

فــرض   يصــورت ســهموبه  يشتاب را در هــر گــام زمــان  راتييتغ
 دبــو  4مربوطه از درجــه    جاييجابه  ايچندجمله  جهينمودند. در نت
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. شودمحاسبه    ايچندجمله  نيمجهول ا   بيو لازم بود كه پنج ضر
مجهول از پنج معادلــه اســتفاده   بيپنج ضر  نيمحاسبه ا   يآنها برا 

معــادلات   يارضــارا از    معادلــه  پنج  نيكردند. آنها سه معادله از ا 
هر گام به دســت آوردنــد.   يسرعت و شتاب در ابتدا   ،جاييجابه

دار و بــا وزن مانــدهيانتگــرال باق بهرا با محاس ــ  گريدآنها دو معادله  
 ــ ــابع وزن ــرو گــالرك ؛يچهــار ت حــداقل مربعــات و  ن،يواحــد، پت

كــه از روش بــه دســت آوردنــد. آنهــا اذعــان داشــتند    شنيكالوك
 .گردديم حاصل ترييقبهتر و دق يهاخپاس يشتاب سهمو

 )Ghasemiye & Karimirad, 2011راد (يم ــيو كر هيقاســم
حــل معادلــه حركــت   يبرا   يگيري زمانانتگرال  ديروش جد  كي
 راتيي ــمرتبــه تغ  شيبــا افــزا   كــه  داشــتند  انيآنها ب.  نمودند  شنهاديپ

و   ابــدييم ــ  شيگيري افزا دقت انتگرال  ،يصورت سهموشتاب به
 نيباشد. آنهــا همچن ــمي  داريپا  رمشروط يصورت غبه  ديجدروش  

ي براي ميرا كردن چند درجه آزاد  يهادر سازهكه  داشتند    ذعانا 
 تميالگــور كي ــاز  يســتياثــر مــدهاي مصــنوعي از پاســخ ســازه با

  استفاده شود. يعدد يگيري با ميرايانتگرال
 )Gholampour & Ghassemieh, 2012( هيو قاســم غلامپور

حــل مســائل   يبــرا   يزمان  ميگيري مستقانتگرال  ديروش جد  كي
آنها   يشنهادياي ارائه نمودند. در روش پسازه  يرخطيغ  يكيناميد

گيــري آنهــا بــالاتر از مرتبــه انتگرال يگيــري زمــانمرتبــه انتگرال
شــتاب را   راتيي ــبود. آنهــا تغ  وماركيمرسوم ن  يهاخانواده روش

ر گرفتنــد. آنهــا دو در نظ ــ  2صــورت درجــه  به  يهر گــام زمــاندر  
 اســتفاده  خــودو دقــت روش    يداري ــپا  شيافزا   يبرا   ريامتر متغپار

مرتبه بــالاتر را  ديروش جد نيآمده از ا دستبه  جنتاي  آنها.  كردند
 ومــاركيروش شتاب متوســط ن  زيتتا و ن- لسونيو  يبا روش ضمن

  كردند. سهيمقا
 )Gholampour & Ghassemieh, 2010( يهو قاســم غلامپور

بــا اســتفاده  يرخطيغ يكيناميحل مسائل د يبرا  ديدروش ج  كي
ــتقاز انتگرال ــري مسـ ــان ميگيـ ــنهاديپ يزمـ ــد. در روش  شـ كردنـ

ــنهاديپ ــه يش ــامل مجموع ــه ش ــا ك ــااز روش يا آنه ــتق يه  ميمس
 يهــاگيري بالاتر از روشبود، مرتبه انتگرال  يگيري زمانانتگرال
نهــا، شــده توســط آ  شــنهاديمتعــارف بــود. در روش پك و  يكلاس

.  د گردي ــي م  فرض  ي شتاب در هر گام زمان  ي درجه دوم برا  رات يي تغ 
مرتبــه بــالاتر را بــا روش    د ي روش جد   ن ي آمده از ا دست به   ج ي آنها نتا 

كردنــد.    ســه ي مقا   ومارك ي ن   ي روش شتاب خط   ز ي و ن   ي تفاضل مركز 
شــتاب در هــر    رات يي تغ   تر با توجه به مرتبه بالا كه  آنها اذعان داشتند  

روش نسبت بــه   ن ي دقت ا  ك، ي كلاس  ي ها نسبت به روش   ي گام زمان 
  بالاتر است.  ك ي كلاس  ي ها روش 

 )Mahmoudabadi et al., 2023و همكــاران ( يمحمودآباد
درجــه ســه   نييــابي اســپلارا با استفاده از تابع درون  نگزيروش جن

روش   بي ــو معا  هــايتمز  ايســهيصــورت مقاارتقاء دادند. آنها به
 كي ــتحر  يخط  راتييو فرض تغ  قيدقبر روابط    يكه مبتن  نگزيجن

  .ندنمود  يابيارز نييابي اسپلابود را نسبت به روش درون
 )Mahmoodabadi et al., 2023و همكــاران ( يمحمودآباد

ســنترو، ناغــان و طــبس نگاشــت الشبه شتاب سه شتاب  يهافيط
بــا   زي ــ) و ننگــزي(روش جن  كي ــتحر  ييابي خط ــكه با روش درون

 گريكــديبه دست آمده بودنــد، بــا    يمكعب  نياستفاده از تابع اسپلا
سنترو، ناغان و طــبس در نگاشت الكردند. آنها سه شتاب  سهيمقا

بــرش  بيشــده (ضــر  يهپاپاسخ شبه شتاب هم  فينظر گرفتند و ط
مختلــف بــا اســتفاده از روش   يهــاييرا يم  ريمقــاد  ي) آنها بــرا هيپا

ه كردنــد. اســبمح نييابي با تابع اســپلادرون  زيو ن  ييابي خطدرون
شــبه شــتاب محاســبه شــده بــا   في ــط  رياذعان داشتند كه مقاد  آنها

كوچــك و   يل ــيخ  يهــادوره تناوب  در  نييابي اسپلاروش درون
 في ــمتنــاظر ط  ريبا مقاد  يا كم، اختلاف قابل ملاحظه  يهاييرا يم

  دارد. ييابي خطشبه شتاب محاسبه شده با روش درون
 (Mahmoodabadi & Hosseini, 2023)  ي ن ي حس ــ  و   ي محمودآباد 

 كيالاستوپلاســت  يهــاستميشتاب سشبه  يرخطيپاسخ غ  يهافيط
ــكل ــا ش ــرا  يريپذب ــت ب ــه شتاب يثاب ــا روش س ــه ب ــت ك نگاش

 يمكعب ــ  نيبا استفاده از تابع اســپلا  زيو ن  كيتحر  ييابي خطدرون
پاســخ  يهــافيطكردند.   سهيمقا  گريكديبه دست آمده بودند، با  

محاسبه شــدند.   8و    4،  2،  5/1،  1  هاييريپذشكل  يبرا   يرخطيغ
 ها بــهنگاشــتنقاط شتاب  نيب  يفاصله زمان  تر،يجزئ  يبررس  يبرا 
 ــترت  ــ يقســـمت مســـاو 100و  50، 20، 10، 5، 2بـــه  بيـ  ميتقسـ
ــديگرد  ــجد يهانگاشــتو شتاب دن ــاريك يدي ــتفاده از  ب ــا اس ب
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 دي ــتول  نييابي اســپلااستفاده از درونبا    باريكو    ييابي خطدرون
نگاشــت بــا دو نــوع شتاب نيپاسخ غيرخطي ا  يهافيو ط  ديدگر
موضــوع بــود كــه   نياز ا   يكار حاك  جيشدند. نتا  سهيمقا  گريكدي

  داشتند. يا قابل ملاحظه رياختلاف مقاد نهيو كم نهيشيب ريمقاد
)، Mahmoodabadi et al., 2024و همكاران ( يمحمودآباد

 ني ــا   يرا ارائــه نمودنــد. فــرض اساس ــ  3شتاب مرتبه    يروش عدد
 كيصورت  به  Δt  يشتاب در بازه زمان  راتييبود كه تغ  نيروش ا 

 مكان آن  ييرمعادله تغ  جه،يد كه در نتدرجه سوم باش  يا چندجمله
 كي ــآيــد  گيري از معادله شتاب به دست ميكه با دو بار انتگرال

. باشــديمجهول م  بيشش ضر  يپنج است كه دارا   هدرج  يمنحن
 يهــاروش  گــريروش بــا د  ني ــا   يخطــا  نا زي ــم  يكمّ  سهيمقا  يبرا 

بــا فركــانس  يدرجــه آزاد خط ــ  كي ــ  ســتميس  كي  ،يمطرح عدد
درصد در نظر  20و  10، 5، 2، 1مشخص  يهاييرا يهرتز و م  كي

  گرفته شد. 
بــا  ينوس ــيس كي ــهارمون يبارگــذار ســتم،يس ني ــســپس، بــه ا 

در كتــب   ستميس  نيا   قي. پاسخ دقديمشخص اعمال گرد  سفركان
بــه   يوجــود اســت. نســبت فركــانس بارگــذارها مســازه  كيناميد

 رييتغ  01/0  شيبا افزا   3تا    01/0از    ستميس  يعيفركانس ارتعاش طب
 02/0آنهــا برابــر بــا    ينتركه كوچك  Δtده    يبرا   سهي. مقاكرديم
 نزا ي ــ. مشــدبــود انجــام    هي ــانث  20/0آنها برابر با    ينترو بزرگ  هيثان

بــه روش شــتاب   روش شتاب مرتبه ســه نســبت  يكاهش خطا برا 
ارتقــاء   نگزيخطا مربوط به روش جن  نيبود. كمتر  زيناچمرتبه دوم  

و  لسونيها مربوط به روش وΔt يدر بعض  زيخطا ن  نيشتريو ب  افتهي
  است. يها مربوط به روش تفاضل مركزΔt ريدر سا

 كومــارين يروش ســاده يبه بررس ــ )Chang, 2009( چانگ
. او بــودانجــام شــده    يل ــيتحل  يابي ــارز  جيپرداخت كه بر اساس نتا
 كي  ،يخط  كيالاست  ستميس  كيگام  بهاذعان داشت در حل گام

انتخــاب   يل ــيتحل  يابيارز  جينتا  هيبر پا  توانديممناسب    يگام زمان
مناســب   يك گــام زمــاني ــانتخــاب    يبرا   يراه  چيشود؛ اگرچه ه

 اوغيرخطــي وجــود نــدارد.    ستميس  كي  قيگيري دقانتگرال  يبرا 
، يا درجـــه غيرخطـــي لحظـــه يفـ ــعـــد از معرمطالعـــه ب نيـ ــدر ا 
 يل ــيصــورت تحلرا به  ومــاركين  حيروش صر  يعدد  يهايژگيو

 قرار داد.  يابيمورد ارز

شــرح   ليتفص ــبه  3، روش شــتاب مرتبــه  2در ادامه در بخــش  
بــه   ،مقالــه  7و    6  ،5  ،4  ،3  يهــادر بخش  نيداده شده است. همچن

اب (روش شــت  ومــارك،ي، روش ن2هاي شتاب مرتبه  روش  بيترت
و  يروش تفاضــل مركــز لسون،ي)، روش ويمتوسط و شتاب خط

 ، روش ابــداعي8 ر بخــشو د افتــهيارتقاء نگزيو جن  نگزيروش جن
 ــ ســتمي، س9شــرح داده شــده اســت. در بخــش  درجــه آزاد  كي

 هــايياز بارگــذار  يعيوس ــ  في ــتحــت ط  ،يرخطيشونده غسخت
بــا هاي مختلــف  روش  يو خطاها  تهقرار گرف  ينوسيس  كيهارمون

  .  اندشده سهيمقا  گريكدي
 يبــرا  هاشــنهاديو پ يريگجــهي، نت10و در بخــش  انپايـ ـ در
 آمده است. يبعد يكارها

  
 3روش شتاب مرتبه   - 2

بــا يك درجه آزاد  سازه    كي  يحركت برا   ليفرانسيد  معادله
  :شودمي  فيتعر ريصورت رابطه زبه يرفتار خط

)1(                                                    My  Cy  Ky  P(t)     

 است. سازهو سختي  ييرا يم ،جرم بيبه ترت  Kو    M،  C  آندر    كه
P(t) وارده بــه ســازه و  يروي ــنy،y و y جــايي،جابــه بي ــبــه ترت 

شــتاب  راتييتغ ،يشنهاديروش پد. در سرعت و شتاب خواهند بو
در نظــر   سوممرتبه    يا چند جمله  كيصورت  به  يهر گام زمان  در

 يمكان در هر گام زمان  رييتغ  راتييتغ  جهيكه در نتشود  گرفته مي
خواهد بود كــه   پنجكامل مرتبه    يا تابع چند جمله  كيصورت  به
  شود:نوشته مي  ريصورت رابطه زتابع به نيا 
)2                                (5 4 3 2y(t) at bt ct dt et f        

در هــر است كه بايــد ثابت مجهول  بيضر شش  fتا a آندر  كه
  .شوند هسبامح  يگام زمان
توابــع ســرعت و نســبت بــه زمــان،  )  2از رابطه (  يريگمشتق  با

  :نديآيبه دست م  ريصورت روابط زشتاب به
)3         (                       4 3 2y(t) 5at 4 3ct 2dt ebt      

)4(                                     3 2y(t) 20at 12bt 6ct 2d     
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ثابــت مجهــول در هــر گــام   بيضــر  شــش  ني ــمحاسبه ا   يبرا 
روابــط   يســه معادلــه از ارضــا  .مي ــدار  ازي ــمعادله ن  ششبه    ي،زمان
بــه دســت  يهر گــام زمــان يو سرعت و شتاب در ابتدا  جاييجابه

  :است) 5صورت رابطه (به كه ديآيم

)5                                                        (
o

o

o

y(t = 0) = f = y ,

y(t = 0) e y ,
y(t = 0) 2d y

 

  
   

  : م ي دار  ي گام زمان   ي معادله حركت در ابتدا  ي با ارضا   ي طرف  از 
)6(                                                 o o o o oM  y  C y K  p     

  :مي) دار6) در رابطه (5روابط (  يگذاريبا جا نيبنابرا 

)7(                                
o o o

o

M (2c)  C (d) K(e)  p
 p c.d K .e c

2M

   

 


  

معادلــه حركــت در   ي) از ارضــا8طبق معادله (  ،چهارم  معادله
  .ديآيبه دست م يگام زمان يانتها

)8(                                         ¨
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 يهــاماننــد روش  يروش عدد  نيدر ا   ميدانيطور كه مهمان
بودن معادلــه تعــادل حركــت در  يبيقرت ليبه دل گريد ،كيكلاس
 ماندهيتابع باق  كي  جهي. در نتشوديطور كامل ارضا نم] بهt,0بازه [

  كه:يطوركرد، به فيتعر  توانيم
)10(                                   remainder  P My C y Ky        

 يوزن ماندهياز انتگرال باق ماندهيتابع باق نيا  يسازحداقل يبرا  كه
 :كه ميكنياستفاده م

)11                                   (remainder  P My C y Ky        

همكــاران غلامپــور و  .باشــديمـ ـ يتــابع وزنـ ـ Wi  آندر  كــه
)Gholampour et al., 2011 (كامــل جزئيــات محاســبه  طوربــه

 ثابــت شش نيا  محاسبهبا اند. توضيح داده fتا  aضرايب مجهول 

بــا   يهــر گــام زمــان  يپاســخ در انتهــا  ،يهر گــام زمــان  در  مجهول
  شود:محاسبه مي  رياستفاده از روابط ز

  

)12   (         5 4 3 2y(t) a t b t c t d t e t f                      

)13   (             4 3 2y(t) 5a t 4b t 3c t 2d t e                   

)14   (                      3 2y(t) 20a t 12b t 6c t 2d              
  

  2روش شتاب مرتبه   - 3
صــورت ســهموي در در اين روش شتاب در هر گام زماني به

ي ا چندجملــهشود. در نتيجه تابع تغييــر مكــان يــك نظر گرفته مي
روش كــاملاً   ني ــا   ونيفرمولاس ــزمان اســت.    برحسبدرجه چهار  

اختصــار   تيكه به لحاظ رعا  باشديم  3مرتبه    به روش شتاب  هيشب
در مقاله   2روش شتاب مرتبه  نظر شده است.  از آوردن آن صرف
كامــل  طوربه )Gholampour et al., 2011(غلامپور و همكاران 

 توضيح داده شده است.
  

  روش نيومارك (روش شتاب متوسط و شتاب خطي)   - 4
ــه دو روش معـــروف م 1959نيومـــارك در ســـال  ــوم بـ       وسـ

ــه نمــوده اســت  روش شــتاب متوســط و روش شــتاب خطــي ارائ
)Chang, 2009( . در روش شتاب متوسط، تغييرات شتاب در هــر

شــود، امــا در روش شــتاب خطــي، گــام زمــاني ثابــت فــرض مي
شــود. روش تغييرات شتاب در هــر گــام زمــاني خطــي فــرض مي

، هرچقدر بزرگ باشد، از نظر t   شتاب متوسط، براي هر مقدار
nt/551  عددي پايدار است، اما روش شتاب خطي بــراي T  0 

روابــط و فرمولاســيون ايــن روش در مقالــه چانــگ پايدار اســت.  
)Chang, 2009( .آمده است  

  

  روش ويلسون - 5
ايــدار بــود صورت مشروط پويلسون روش شتاب خطي كه به

ــام  آن را را اصــلاح نمــود و  ــه ن ــارامتري ب ــا اضــافه كــردن پ  ب
باشــد، روش   =  1صورت پايدار غيــر مشــروط درآورد. اگــر  به

/37اگــر گــردد. ويلسون به روش شتاب خطــي تبــديل مــي 1 
اســت. بــه اســتناد مرجــع باشد، روش ويلسون پايدار غير مشــروط  

)Chopra, 2017(  42/1مقدار =  .در اين مقاله دقت بهينه دارد
  استفاده شده است. از مقدار بهينه 
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  روش تفاضل مركزي  - 6
اين روش مبتني بر تقريب تفاضل محدود از مشــتقات زمــاني 

هــاي ايــن روش از روش يعني سرعت و شتاب) است.(  ييجاجابه
ntيعنــي اگــر  ؛  و پايــدار مشــروط اســت  اســتصريح   < T /   

  باشد، از نظر عددي روش پايدار است.  
      (Chopra, 2017)جزئيـــات ايـــن روش در مقالـــه چانـــگ 

  آمده است.
  

  روش جنينگز و روش جنينگز ارتقاء يافته - 7
 و فرض تغييرات خطي تحريــك،روش مبتني بر روابط دقيق  

هــا در روش متعارف و معمولي است كه براي محاسبه پاسخ سازه
ــه ــر زلزل ــتفاده مي براب ــار خطــي از آن اس ــود.در محــدوده رفت       ش

ــام جنينگــز، بــه گــذارنامعلــت اصــلي  ــه ن مراجــع ي ايــن روش ب
(Nigam & Jennings, 1968a, Nigam & Jennings, 1968b) 

ــي ــردد. در روش درونبرمـ ــاط گـ ــك، نقـ ــي تحريـ ــابي خطـ يـ
شــوند. در هايي بــه يكــديگر متصــل مــيخطبا پاره  نگاشتشتاب

، شيب آنها لزوماً با يكديگر برابر هاخطپارهنتيجه در محل اتصال  
يست و فقط مقادير تابع در محل اتصــال آنهــا بــا يكــديگر برابــر ن

است. لازم به ذكر است روش جنينگــز مبتنــي بــر روابــط دقيــق و 
هاي يــك و يســتمساي  فرض تغييرات خطي تحريك اســت و بــر

  چند درجه آزاد ديناميكي خطي قابل استفاده است. 
هــا فرضــي كــه بــراي حــل معادلــه ديفرانســيل در اين روش تن

شــود، فــرض خطــي هــا اســتفاده ميحاكم بر حركت اين سيســتم
        ر، ســـمت يگدعبارتبــه؛ اســت t∆بــودن تحريــك در فاصـــله 

ــيل حــاكم بــر حركــت كــه به           صــورتچــپ معادلــه ديفرانس
مانــد و تنهــا گونه تغييــري بــاقي مــييچه، بدون  است)  15معادله (

فرض استفاده شــده در ايــن روش ايــن اســت كــه ســمت راســت 
شود. تنها تقريب اســتفاده شــده بــه معادله حركت تقريب زده مي

صــورت خطــي در اين صورت است كه تغييرات نيــروي وارده به
شــود كــه در واقعيــت مطمئنــاً بــه ايــن در نظــر گرفتــه مي t∆بــازه 

  صورت نيست.
درجه آزادي معادله ديفرانسيل حاكم بر حركت سيستم يك  

 ميراگر عبارت است از: - فنر - خطي جرم

)15   (                      3 2y(t) 20a t 12b t 6c t 2d              

جايي، ســرعت و هبــه ترتيــب مقــادير جاب ــ uو  u،u آنكــه در 
  باشند. مي mشتاب جرم 

)  15روش جنينگز، روشي عددي براي حل معادله ديفرانســيل ( 
باشد. اين روش مبتني بر روابــط دقيــق و فــرض تغييــرات خطــي  مي 

  ) مشخص شده است. 1است كه در شكل (   p(t)تابع تحريك 
  

 
ــكل  ــتفاده در درون ):1( ش ــورد اس ــاي م ــابي خطــي نماده ــكتحري     ي

 )Chang, 2009.( 
  

)pيكتابع تحر )     در بازه زمــانيi i 1t t t    تــوان را مــي
  به شكل زير بيان كرد:  برحسبصورت يك تابع خطي به

)16   (                                                      i
i

i

Δ pp (τ) p τ
Δt 

 

    

iكــه در آن   i 1 iΔ p p p    ــر ــا   τو متغي iΔاز صــفر ت t   ــر     تغيي
توضــيح داده ) Chopra, 2017(كند. جزئيات كــار در مرجــع مي

شده است و در نهايــت در ايــن مرجــع، معــادلات بازگشــتي زيــر 
iاسبه براي مح 1u   وi 1u  :ارائه شده است  

)17   (                                i 1 i i i i 1u Au Bu Cp Dp        

)18   (                           i 1 i i i i 1u A u B u C p D p            

A, B, C, ..., Dبمقادير هشت ضري     كــه در ســمت راســت
 )Chopra, 2017() وجــود دارنــد، در مرجــع 18) و (17روابــط (

  اند.  آورده شده
يــابي اســپلاين مكعبــي در روش جنينگز ارتقاء يافته، از درون

صــورت كــه در ينبدشــود،  يابي خطــي اســتفاده ميي درونجابه



                    ددرجه آزا  كي شونده  سازه سخت  كي   ي:مطالعه مورد  ؛كيهارمون  يبارگذار  يبرا  يعدد  گريهاي دنسبت به روش  3دقت روش شتاب مرتبه    زانيم  يكمّ   يبررس

 97ــــــــــــ ـــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ4140 بهار، اول ، شماره دوازدهمسال 
  

در   p(t)) يك تابع تحريك درجــه ســه  15سمت راست معادله (
iبازه زماني   i 1t t t      حسببربه شكل زير     در نظــر گرفتــه

  شود:مي
)19   (                                      3 2

i i i ip ( ) a τ b τ c τ d       

ضـــرايب ثـــابتي هســـتند كـــه    idو    ia  ،ib  ،ic)،  19در رابطـــه ( 
  ) Mahmoudabadi et al., 2023( چگونگي محاسبه آنها در مرجع  

آورده شده است. همچنــين جزئيــات ديگــر ايــن روش نيــز در ايــن  
  كامل توضيح داده شده است.   طور به مرجع  

  
  روش ابداعي - 8

هاي يك درجــه با توجه به اينكه پاسخ تحليلي (دقيق) سيستم
رگــذاري هارمونيــك سينوســي در كتــب آزاد خطي نســبت بــه با

تــوان )، لذا ميChopra, 2017باشد (ها موجود ميديناميك سازه
فرض نمود كــه ســختي سيســتم يــك درجــه   t∆در هر بازه زماني  

ــابتي اســت و در  ــدار ث ــاني از فرمولاســيون آزاد مق ــازه زم ــن ب    اي
 مموجــود اســتفاده كــرد. در ابتــداي هــر بــازه زمــاني، سيســت

N)باشد كه مقدار آن از صفر تا  مي  اي0tداراي 1)dt  تواند مي
  .تغيير كند

)02   (               
0 0

0 0 0

1 2

mu ku p sin ω (t t)
p sin ωt cos ωt cos ωt sin ωt
c cos ωt c sin ωt

 

    

  

   

   



  

طوري كه در بالا ذكر گرديــد از صــفر همان  0tكه در آن  مقدار
N)تـــا  1)dt 1توانـــد تغييـــر كنـــد ومـــي 0 0c p sin (ωt )    و

02 0c p cos (ωt )      است. منظــور ازN  قــاط بارگــذاري تعــداد ن
ــه ديفرانســيل ( ــارت )20سينوســي اســت. حــل عمــومي معادل      عب

  است از:

)21   (                                 
c n n

n

u (t) A cos ω t Bsin ω t 

kω
m

 


  

nωو حل خصوصي آن در حالتي كــه   ω  ) باشــدω   فركــانس
  بارگذاري سينوسي است) عبارت است از:

)22   (                                     p 1 2u (t) c cos ωt c sin ωt       

nωو در حالتي كه   = ω  حــل خصوصــي باشــد (حالــت تشــديد (

  ) برابر است با:20معادله ديفرانسيل (
)23   (                                 p 3 n 4 nu (t) c cos ω t c sin ω t     

 ∆t با اعمال شرايط اوليه در ابتــداي بــازه B  وA مقادير ثابت
  شوند. محاسبه مي

هــاي نيــز بــا روش 4c و 3cو، 1c ،2cهمچنين، مقادير ثابــت
  آيند.مرسوم حل معادلات ديفرانسيل به دست مي

  
نقطه    1001  براي   مقايسه مقادير حداكثر و ميانگين خطا   - 9

  - يومارك شـتاب متوسـط و جنينگـز ن   براي روش ابداعي، 
  نيوتن   oP   1000  ثانيه و   a ( ،  01 /0   =  t  =  2(   حالت غيرخطي 

جايي سيستم مــورد بحــث، بــا گــام اين تحقيق، پاسخ جابه  در
پاسخ دقيــق سيســتم قلمــداد گرديــده   عنوانبهثانيه،    001/0  زماني

شــونده است. براي توجيه اين كار، سيستم يك درجه آزاد سخت
     هاي سينوســي بــا فركــانسيمورد مطالعه،تحت طيفي از بارگذار

فركــانس) بــا   291هرتز (  1/0  هرتز، با ميزان افزايش  30هرتز تا    1
بارگــذاري) قــرار   (حــداكثر دامنــه  نيــوتن  1000دامنه بارگــذاري  

 ثانيــه)  01/0پاسخ اين سيســتم بــا گــام زمــاني حــداكثر (  گرفت و
  ه گرديد. محاسب

بــا ســه روش (روش ابــداعي، روش نيومــارك شــتاب  ســپس
 ــ ــا گــام زم ، پاســخ ثانيــه 001/0 انيمتوســط و روش جنينگــز) و ب

با كاهش   پاسخ دقيق تلقي گرديد و  عنوانبه  سيستم محاسبه شد و
ثانيه، تغيير   01/0  ثانيه به  001/0  تعداد نقاط، فاصله زماني نقاط، از

روش مطــرح   9  داده شد و حداكثر خطا و نيــز ميــانگين خطاهــاي
هاي شــكل  كــار درشده در اين تحقيق، محاسبه گرديد كه نتــايج  

  ) آورده شده است.  3) و (2(
گردد كــه عمــلاً تفــاوت با ملاحظه اين دو شكل مشخص مي

   زيادي بين مقدار خطاهــايي كــه بــه ســه روش مــذكور بــه دســت 
راي مقادير ميانگين خطا، وجود ندارد. امــا بــا ب  مخصوصاًآيد،  مي
وجه به اينكه در روش ابداعي، تنهــا فرضــي كــه در نظــر گرفتــه ت

ثانيــه   001/0  شود، ثابــت بــودن مقــدار ســختي در گــام زمــانيمي
 تر باشد.يقدقتواند  است، به نظر اين روش مي
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  نيوتن.  Po=   1000ثانيه و   t =   01/0، مقايسه مقادير حداكثر خطا براي روش ابداعي، نيومارك شتاب متوسط و جنينگز ):2( شكل 

  

  
  نيوتن.  Po=   1000ثانيه و   t =   01/0، خطا براي روش ابداعي، نيومارك شتاب متوسط و جنينگز ميانگين): مقايسه مقادير 3شكل ( 

  

هــاي مختلــف مقايســه كمّــي ميــزان دقــت روش - 10
  عددي با يكديگر

يــك درجــه آزاد   و ســختي سيســتممشخصات جرم    -10-1
  شونده غيرخطي مورد بررسي در اين مقالهسخت

شونده بــدون  در اين مقاله، يك سيستم يك درجه آزاد سخت   
نيوتن بر متر   100000 كيلوگرم و سختي اوليه  1000ميرايي، با جرم 

مورد بررســي قــرار گرفتــه اســت. مشخصــات جــرم و ســختي ايــن  
لازم بــه ذكــر اســت  اخذ گرديده است.    ) Chang, 2009( سيستم از  

  آزاد بدون ميرايي با جرم   در اين مرجع يك سيستم برشي دو درجه 

  

  
  . درجه آزاد مورد بررسي يك مشخصات جرم و سختي سيستم ):4( شكل 

  

. )3(شــكل    فــي شــده اســتكيلوگرم براي هر طبقه آن معر  1000
همچنين، سختي در نظر گرفتــه شــده بــراي طبقــه اول و دوم ايــن 

  باشد: ) مي24مدل، مطابق رابطه (



                    ددرجه آزا  كي شونده  سازه سخت  كي   ي:مطالعه مورد  ؛كيهارمون  يبارگذار  يبرا  يعدد  گريهاي دنسبت به روش  3دقت روش شتاب مرتبه    زانيم  يكمّ   يبررس
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)24   (                       2 5 2
0k k 1  u 10 1 2 u( ) ( )         

 .استتغيير مكان نسبي طبقه  ∆u)، 24در رابطه (

  
بـا  3روش شتاب مرتبـه  بررسي ميانگين خطاي    - 10-2

 هاي مختلف∆tي به ازاي عدد ي هاروش  گريد

شونده غيرخطي معرفي شــده در  سيستم يك درجه آزاد سخت 
هــاي هارمونيــك  تحــت طيــف وســيعي از بارگــذاري   1- 9بخــش  

      1  اي بارگــذاري سينوســي از سينوسي قرار گرفت. فركــانس زاويــه 
و  راديان بر ثانيــه تغييــر داده شــد   0/ 1راديان بر ثانيه با افزايش  30تا 

بارگذاري سينوســي بــا    291ترتيب پاسخ اين سيستم تحت اين بدين 
هاي قبلي محاسبه گرديــد.  گرديده در بخش روش عددي مطرح    9

ثانيــه    0/ 001برابــر بــا    ∆ tبا استفاده از روش ابــداعي و بــا اســتفاده از  
پاســخ دقيــق سيســتم    عنوان بــه جــايي سيســتم محاســبه و  پاسخ جابــه 

ــپس،   ــد. س ــداد گردي ــرا قلم ــاي   ∆ t  ي ب ،  0/ 004،  0/ 002،    0/ 001  ه
روش عــددي معرفــي    9و با استفاده از    ه ي ثان   0/ 01  و   0/ 008،  0/ 006

جايي اين سيســتم بــه ازاي دامنــه  هاي قبلي پاسخ جابه شده در بخش 
محاسبه  نيوتن    1000و    800،  600، 400، 200هاي برابر با بارگذاري 

تعريــف    هــاي   ∆ t  ي خطا بــرا مربعات    ن ي انگ ي جذر م و مقادير    د ي گرد 
)  9تــا (   ) 5هــاي ( شده در بالا محاسبه شــد كــه نتــايج كــار در شــكل 

اي آورده شده اســت. بــا توجــه بــه اينكــه  ودارهاي ميله صورت نم به 

  عنوان بــه ثانيــه   0/ 001برابر با  ∆ tجايي روش ابداعي براي پاسخ جابه 
اي ارائــه شــده در  پاسخ دقيق قلمداد شده است، در نمودارهاي ميله 

  0/ 001برابــر بــا      ∆ t) براي روش ابداعي به ازاي 9) تا ( 5هاي ( شكل 
  ثانيه مقداري قيد نگرديده است. 

مختلــف   هــايبا دقت در مقادير عددي ميانگين خطاي روش
  نتايج زير حاصل شد: )،5(  شكلدر 
 مربــوط بــه روش  روش  9ي ايــن  خطــا  نيانگي ــمقدار حداقل م . ١

 مقدار  نيكمتر  باشد.ميها    ∆tبه ازاي تمام    جنينگز ارتقاء يافته
كــه ســت ا  درصــد 529/1 ×10-3 روش برابــر بــا ني ــا  در خطــا

ــه ــوط ب  ــانث ∆t=  001/0 مرب ــراي  هي ــاي  ∆tاســت. ب ، 002/0ه
ميــانگين   ثانيه به ترتيب مقادير  01/0و    008/0،  006/0،  004/0

،  1/ 970  × 10- 2،  4/ 742  × 10- 3،  1/ 659  × 10- 3خطاي ايــن روش  
شــود درصد است. مشــاهده مي 632/1 ×10-1و  422/6  ×10-2

 مقدار ميانگين خطا روندي افزايشي دارد. ∆tكه با افزايش  

ها مربــوط بــه روش   ∆t  تمام  يخطا برا   نيانگيمقدار حداكثر م . ٢
خطا   نيانگيمقدار حداكثر م    ∆t  شيباشد. با افزا تتا مي  لسونيو

 نيانگي ــمثانيــه    ∆t  =  001/0ي  كه بــرا طوريبه  يابد،مي  شيافزا 
، 004/0،  002/0هــاي    ∆tبــراي  درصــد و    4021/0  خطا برابر با

، 408/9،  999/1قــادير  ثانيه به ترتيب م  01/0و    008/0،  006/0
  باشد.درصد مي 13/55و  36/37، 51/21

  

 
  نيوتن. op=  200) و =  2(  ثانيه 0/ 01تا  001/0از  t Δبراي هاي مختلف عددي ميانگين خطاي روش): 5(  شكل
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نســبت بــه روش شــتاب   3روش شــتاب مرتبــه    يخطا  نيانگيم . ٣
و   002/0،  001/0هــاي    ∆tبراي  كه    است  صورتبدين  2مرتبه  

   درصــد افــزايش و بــراي  37/1و    54/0،  1/0به ترتيــب    004/0
t∆  82/8،  88/3بـــه ترتيـــب  01/0و  008/0، 006/0هـــاي ،

  يابد.درصد كاهش مي 39/11
مختلــف   هــايبا دقت در مقادير عددي ميانگين خطاي روش

 نتايج زير حاصل گرديد: )،6(  شكلدر 

 وط به روشمرب    ∆t  =002/0ا براي  خط  نيانگيمقدار حداقل م   . ١
بــراي   اســت و  111/1  ×10-3ابداعي است كه مقدار آن برابــر  

اســت كــه بــه   ها مربوط به روش جنينگــز ارتقــاء يافتــه  ∆tبقيه  
، 841/7 ×10-2، 378/1 ×10-2،  109/7 ×10-4ترتيـــب برابــــر 

 باشد.مي 703/0و  261/0

ها مربــوط بــه روش   ∆t  تمام  يخطا برا   نيانگيمقدار حداكثر م . ٢
خطا   نيانگيمقدار حداكثر م  ∆t  شيباشد. با افزا تتا مي  لسونيو

خطــا   نيانگي ــم  ∆t=    001/0ي  كه بــرا طوريبه  يابد،مي  شيافزا 
 شــود،مي  هي ــثان  ∆t=    01/0كــه  وقتيدرصــد و    3995/0  برابر با

هاي  ∆tرسد و براي مي 88/58روش به  نيا  يخطا برا   نيانگيم
، 511/9، 995/1 ثانيه بــه ترتيــب برابــر 008/0ثانيه تا   002/0از  
 باشد.درصد مي 07/39و  05/22

نســبت بــه روش شــتاب   3روش شــتاب مرتبــه    يخطا  نيانگيم . ٣

 002/0و    001/0هــاي    ∆tبــراي  كه    است  صورتبدين  2مرتبه  
، 004/0هاي    ∆tدرصد افزايش و براي    17/2و    64/0به ترتيب  

و  97/15، 41/14، 20/9بــــه ترتيــــب  01/0و  008/0، 006/0
  يابد.درصد كاهش مي 69/16

مختلــف   هــايبا دقت در مقادير عددي ميانگين خطاي روش
  نتايج زير حاصل گرديد: )،7(  شكلدر 
جنينگــز ارتقــاء  خطــا مربــوط بــه روش نيانگي ــمقدار حداقل م . ١

 ــا  در خطــا مقــدار نيكمتــر باشــد.مي يافتــه ــا ني           روش برابــر ب
 نيشــتريو ب ∆t = 001/0 كــه مربــوط بــه درصــد 611/9 ×9-10

 كــه مربــوط بــه  108/1  ×10-4روش برابــر بــا    نيا   يمقدار خطا
01/0  =  t∆  و براي    بودt∆    ثانيه به   008/0ثانيه تا    002/0هاي از

ــر  ــب برابـ      و 385/1 ×10-5، 695/2 ×10-6، 607/1 ×10-7ترتيـ
 باشد.درصد مي 460/4 ×5-01

ها مربــوط بــه روش   ∆t  تمام  يخطا برا   نيانگيمقدار حداكثر م . ٢
خطا   نيانگيمقدار حداكثر م    ∆t  شيباشد. با افزا تتا مي  لسونيو

خطــا   نيانگي ــم  ∆t  =  001/0ي  كه بــرا طوريبه  يابد،مي  شيافزا 
 ،شــودمي  هي ــثان  ∆t  =  01/0كــه  وقتيدرصــد و    5175/0  برابر با

هاي  ∆tو براي  درسيم 89/67روش به  نيا  يخطا برا   نيانگيم
، 984/9، 113/2يــب برابــر ثانيه بــه ترت 008/0ثانيه تا   002/0از  
 باشد.درصد مي 16/44و  85/23

  

  
  نيوتن. op=  004) و =  2(  ثانيه 0/ 01تا  001/0از  t Δبراي هاي مختلف عددي ): ميانگين خطاي روش6شكل ( 



                    ددرجه آزا  كي شونده  سازه سخت  كي   ي:مطالعه مورد  ؛كيهارمون  يبارگذار  يبرا  يعدد  گريهاي دنسبت به روش  3دقت روش شتاب مرتبه    زانيم  يكمّ   يبررس
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  نيوتن. op=  006) و =  2(  ثانيه 0/ 01تا  001/0از  t Δبراي هاي مختلف عددي ): ميانگين خطاي روش7شكل ( 

  

  
  نيوتن. op=  008) و =  2(  ثانيه 0/ 01تا  001/0از  t Δبراي هاي مختلف عددي ): ميانگين خطاي روش8شكل ( 

  

نســبت بــه روش شــتاب   3روش شــتاب مرتبــه    يخطا  نيانگيم . ٣
 ∆tثانيــه بــدون تغييــر و بــراي بقيــه    ∆t  =  001/0بــراي    2مرتبه  

 ،5/11،  57/4،  076/0يابد كه اين كاهش به ترتيب  كاهش مي
  باشد.درصد مي 37/18و  06/16

مختلــف   هــايبا دقت در مقادير عددي ميانگين خطاي روش
  نتايج زير حاصل گرديد: )،8(  شكلدر 
مربــوط بــه ثانيــه    ∆t  =  001/0  براي  خطا  نيانگيمقدار حداقل م . ١

درصد و براي   275/9  ×10-2  جنينگز ارتقا يافته با مقدار  روش

001/0  =  t∆   ثانيه مربوط بــه روش تفاضــل مركــزي بــا مقــدار
هــاي  ∆t براي خطا نيانگيمقدار حداقل مدرصد است.  024/3

بــه روش ابــداعي اســت كــه ثانيــه مربــوط    008/0تا    002/0از  
ــر  ــب براب ــه ترتي ــادير آن ب  و 394/0، 147/0، 14/4 ×10-3مق

 باشد. درصد مي 344/1

هــا مربــوط بــه روش  ∆t تمام يخطا برا  نيانگيمقدار حداكثر م . ٢
    خطــا برابــر    ن ي انگ ي ــم ثانيــه    ∆ t=    0/ 001  ي باشد. برا تتا مي   لسون ي و 

ــا  ــراي درصــد و  4838/0 ب  ــثان ∆t = 01/0ب درصــد  00/80 ،هي
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ثانيــه بــه ترتيــب برابــر  008/0تــا  002/0هاي از  ∆t است. براي
 باشد.درصد مي 05/52و  13/27، 75/10، 112/2

نســبت بــه روش شــتاب   3روش شــتاب مرتبــه    يخطا  نيانگيم . ٣
درصــد افــزايش و بــراي  064/0ثانيه  ∆t = 001/0براي 2مرتبه  

ــه  ــه ترتيــــب  ∆tبقيــ ــا بــ         و 42/18، 44/15،  47/8، 69/0هــ
  يابد. درصد كاهش مي 77/19

مختلــف   هــايبا دقت در مقادير عددي ميانگين خطاي روش
  نتايج زير حاصل گرديد: )،9(  شكلدر 
 ∆t=    002/0و    ∆t=  /  001  بــراي  خطــا  نيانگي ــمقدار حــداقل م . ١

 ∆t=    004/0ثانيه مربوط بــه روش جنينگــز ارتقــا يافتــه، بــراي  
ثانيــه   ∆t=  006/0، بــراي 3مربوط به روش شــتاب مرتبــه  ثانيه

ثانيــه  ∆t=  01/0مربــوط بــه روش جنينگــز ارتقــا يافتــه، بــراي 
مربوط به روش تفاضل مركزي است كه مقادير آن به ترتيــب 

 ، 5/ 288  × 10- 1  ، 1/ 057  × 10- 2  ، 4/ 673  × 10- 2  ، 1/ 182× 10- 3  برابر 
      برابــر بــا  خطــا  مقــدار  نيكمتــردرصد اســت.    950/2و    435/1

  ن ي شــتر ي و ب ثانيــه    ∆ t=    0/ 001  مربوط بــه كه    درصد   1/ 182  × 10-3
  ه ي ــثان   ∆ t=    0/ 01ه  كــه مربــوط ب ــ  درصد   2/ 950مقدار خطا برابر با  

 باشد. مي 

ش هــا مربــوط بــه رو ∆t تمام يخطا برا  نيانگيمقدار حداكثر م . ٢
    خطــا برابــر بــا  نيانگي ــم  ∆t=    001/0  يبرا   باشد.تتا مي  لسونيو

 خطــا نيانگي ــم ،هي ــثان ∆t=  008/0بــراي درصد و   96/3  ×10-1
بــه ثانيه    008/0ثانيه تا    002/0از    يها  ∆tدرصد و براي    32/61

 باشد.درصد مي 32/61و  11/32، 18/12، 149/2ترتيب برابر  

نســبت بــه روش شــتاب   3روش شــتاب مرتبــه    يخطا  نيانگيم . ٣
درصــد كــاهش و بــراي   07/3ثانيــه    ∆t=    001/0براي    2مرتبه  

ــه  ــا ∆tبقيـ ــب  هـ ــه ترتيـ      و 64/19، 28/19، 56/19، 48/13بـ
 يابد. درصد افزايش مي 05/21

هاي مختلف بــه ترتيــب ) رتبه بندي خطاهاي روش1جدول (
ــعودي  ــدول (و ص ــاي روش2ج ــانگين خطاه ــادير مي ــاي ) مق ه
  دهد. نشان ميرا هاي مختلف  Poازاي مختلف به 

  

  
  نيوتن. op=  0010) و =  2(  ثانيه 0/ 01تا  001/0از  t Δبراي هاي مختلف عددي ): ميانگين خطاي روش9شكل ( 

  
  هاي مختلف. oPهاي مختلف به ترتيب صعودي، به ازاي بندي خطاهاي روشرتبه :) 1(  جدول

  رو ي دامنه ن  مقادير ميانگين خطا
  روش  
  - ويلسون 

  تتا 

نيومارك  
شتاب  
  متوسط 

  نيومارك 
  شتاب 
 خطي

  روش
  تفاضل
 مركزي 

  2 شتاب مرتبه
(تابع حداقل  

 مربعات)

  3 شتاب مرتبه
(تابع حداقل  

 مربعات)

  روش
 جنينگز 

  روش
  جنينگز 

 ارتقا يافته

  روش
1000-200 ابداعي

110 ×  700 /1  590/2  10-1× 287 /8 10-1× 845 /4 10-1× 785 /3 10-1× 167 /3 10-1× 958 /2 10-1× 767 /2 10-1× 675 /2 
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  هاي مختلف.  oPهاي مختلف به ازاي  خطاهاي روش نيانگيم): مقادير 2جدول ( 
 روي ن دامنه   مقادير ميانگين خطا

  روش
  - ويلسون
  تتا

  نيومارك 
  شتاب 
  خطي

  روش
  تفاضل
 مركزي 

  نيومارك 
  شتاب 

 متوسط 

  روش
 ابداعي

    2 شتاب مرتبه
(تابع حداقل  

 مربعات)

    3 شتاب مرتبه
(تابع حداقل  

 مربعات)

  روش
 جنينگز 

  روش
  جنينگز 

 ارتقا يافته
200 

110× 414/1 10-1× 548 /4 10-1× 457 /4 10-2× 211/3  10-2× 703 /5  10-2× 308 /5  10-2× 987 /4  10-2× 087 /4 10-2× 842 /1
  روش
  - ويلسون
  تتا

  نيومارك 
  شتاب 

  متوسط 

  نيومارك 
  شتاب 
 خطي

  روش
  تفاضل
 مركزي 

  2 شتاب مرتبه
(تابع حداقل  

 مربعات)

  3 شتاب مرتبه
(تابع حداقل  

 مربعات)

  روش
 جنينگز 

  روش
 ابداعي

  روش
  جنينگز 

 ارتقا يافته
400 

110× 461/1 10-1× 149 /9 10-1× 926/4 10-1× 481/4  10-1× 171 /1  10-1× 964 /1  10-2× 198 /9  10-2× 296 /7 10-2× 109 /7
  روش
  - ويلسون
  تتا

  نيومارك 
  شتاب 

  متوسط 

  نيومارك 
  شتاب 
 خطي

  روش
  تفاضل
 مركزي 

  2 شتاب مرتبه
(تابع حداقل  

 مربعات)

  3 شتاب مرتبه
(تابع حداقل  

 مربعات)

  روش
 جنينگز 

  روش
  جنينگز 

 ارتقا يافته

  روش
 600 ابداعي

110× 612/1 0919/1  10-1× 194/7 10-1× 540 /3 10-1× 129 /3  10-1× 950 /2  10-1× 198 /2  10-1× 789 /2 10-1× 300 /2
  روش
  - ويلسون
  تتا

  نيومارك 
  شتاب 

  متوسط 

  نيومارك 
  شتاب 
 خطي

  2 شتاب مرتبه
(تابع حداقل  

 مربعات)

  روش
  تفاضل
 مركزي 

  3 شتاب مرتبه
(تابع حداقل  

 مربعات)

  روش
 جنينگز 

  روش
  جنينگز 

 ارتقا يافته

  روش
 800 ابداعي

110× 851/1 941/8  10-1× 989/9 10-1× 516 /5 10-1× 348 /5  10-1× 638 /4  10-1× 250 /4  10-1× 151 /4 10-1× 778 /3
  روش
  - ويلسون
  تتا

  نيومارك 
  شتاب 

  متوسط 

  نيومارك 
  شتاب 
 خطي

  2 شتاب مرتبه
(تابع حداقل  

 مربعات)

  3 شتاب مرتبه
(تابع حداقل  

 مربعات)

  روش
 جنينگز 

  روش
 ابداعي

  روش
  جنينگز 
  ارتقا يافته

  روش
  تفاضل
 1000  ي مركز

110× 163/2 683/1  10-1× 478/1 10-1× 167 /8 10-1× 570 /6  10-1× 184 /6  10-1× 999 /5  10-1× 999 /5 10-1× 404 /4
 

بــا    3روش شتاب مرتبــه  بررسي ضريب تغييرات خطاي    - 9-3
 هاي مختلف ∆ tي به ازاي  عدد   ي ها روش   گر ي د 

ك اســت ي ــ 1(CV) ضريب تغييرات ل،احتما  آمار و  نظريه  در
هاي آماري گيري توزيع دادهاست كه براي اندازه  دون بعدمعيار ب

بــه دســت  ميــانگين  بــر انحراف معيــار  رود كه از تقسيمبه كار مي
به عبارت ديگر ضــريب تغييــرات، ميــزان پراكنــدگي بــه د.  آيمي

 راتيي ــتغ  بياز ضــر.  كنــدازاي يك واحد از ميانگين را بيــان مي
كنند ي) استفاده مريچند صفت (متغ  ايدو    يپراكندگ  سهيمقا  يبرا 

سنجش   ياست كه واحدها  ييرهايمتغ  سهيآن مقا  يو كاربرد اصل
  دارند.   يمتفاوت

مختلــف   هايبا دقت در مقادير عددي ضريب تغييرات روش
  نتايج زير حاصل گرديد: )،10(  شكلدر 
مربــوط بــه روش   ∆t=    001/0راي  ب ــ  راتيي ــتغ  بيضر  نيشتريب . ١

درصد و براي   9/1705قدار آن  ه مجنينگز ارتقاء يافته است ك
ي اســت كــه مقــادير آن بــه مربــوط بــه روش ابــداعهــا    ∆t  بقيه

ــر  ــب برابــ  7/505و  6/449، 0/414، 7/1598، 7/1700ترتيــ

 .  باشديمدرصد  

 هيثان 002/0و  001/0با  برابر  ∆t يبرا   راتييغت  بيضر  نيكمتر . ٢
ثانيــه مربــوط بــه   ∆t=  004/0ي  بــرا   ويلســون،مربوط بــه روش  

 هي ــثان  008/0  و  006/0بــا    برابــر    ∆t  يبــرا ،  2روش شتاب مرتبه  
ــه روش  ــوط ب ــز و مرب ــرا جنينگ ــوط ∆ t= 01/0ي ب ــه مرب           ثاني

       بــه روش تفاضــل مركــزي اســت كــه مقــادير آنهــا بــه ترتيــب
درصد   4/186و    1/133،  68/79،  3/109،  41/92،  07/66  برابر
  باشد.مي

مختلــف   هاييرات روشتغيبا دقت در مقادير عددي ضريب  
 نتايج زير حاصل گرديد: )،11(  شكلدر 

 008/0،  002/0،  001/0  يها  ∆tبراي    راتييتغ  بيضر  نيشتريب . ١
مربوط به روش جنينگز ارتقاء يافته اســت كــه مقــادير   01/0و  

درصــد  5/519و  8/450، 0/934، 8/1705آن به ترتيــب برابــر 
ي مربــوط بــه روش ابــداع 006/0، 004/0ي ها ∆tاست و براي 

 درصــد 1/390و   9/799است كه مقــادير آن بــه ترتيــب برابــر  
 .  باشديم
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  نيوتن. op=  002) و =  2(  ثانيه 01/0تا  001/0از   t Δبرايهاي مختلف عددي خطاي روشضريب تغييرات ): 10شكل ( 

  

  
  نيوتن. op=  004) و =  2(  نيهثا 01/0تا  001/0از   t Δبرايهاي مختلف عددي خطاي روشضريب تغييرات ): 11شكل ( 

 
مربــوط بــه روش ∆ t=  001/0ي بــرا  راتيي ــغت  بيضر  نيكمتر . ٢

ثانيــه مربــوط بــه روش نيومــارك ∆ t= 002/0ي بــرا  ويلســون،
جنينگز مربوط به روش  ثانيه،  ∆  t=    004/0يبرا شتاب متوسط،  

مربوط به روش تفاضل   01/0و    008/0،  006/0هاي    ∆tو براي  
،   0/88،  1/65مركزي است كه مقــادير آنهــا بــه ترتيــب برابــر  

  درصد است. 3/189، 6/171، 4/149،  13/84
مختلــف   هايبا دقت در مقادير عددي ضريب تغييرات روش

 حاصل گرديد: ذيلنتايج  )،12(  شكلدر 

،  0/ 006،  0/ 002،  0/ 001هــاي    ∆ tبراي    رات يي تغ   ب ي ضر   ن ي شتر ي ب  . ١
فتــه اســت كــه  مربوط به روش جنينگــز ارتقــاء يا  0/ 01و  0/ 008

و    499/ 3،   776،  1688/ 3،  1705/ 9  مقــادير آن بــه ترتيــب برابــر 
  مربــوط بــه روش ∆  t=  0/ 004درصــد اســت و  بــراي    542/ 5

 باشد. درصد مي   1628/ 7جنينگز است كه مقدار آن برابر 

  0/ 004،  0/ 002،  0/ 001  هــاي     ∆ t  ي بــرا   رات يي غ ت   ب ي ضر   ن ي كمتر  . ٢
ــوط    0/ 006و   ــه روش  مرب ــرا   ويلســون و ب ــاي   ∆ tي  ب   و   0/ 008  ه

مربوط به روش تفاضل مركزي است كه مقــادير آنهــا بــه    0/ 01
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  193/ 3و    190/ 1،  178/ 7،  137/ 5،  133/ 05،  407/ 7ترتيب برابــر 
  باشد. درصد مي 

هاي مختلــف با دقت در مقادير عددي ضريب تغييرات روش
 نتايج زير حاصل گرديد: )،13در شكل (

بــه روش   هــا مربــوط     ∆tبــراي همــه    راتيي ــتغ  بيضــر  نيشتريب . ١
، 9/1705قادير آن به ترتيب برابر  جنينگز ارتقا يافته است كه م

 باشد.درصد مي 1/560و  3/486، 7/525، 2/1108، 1/1665

 004/0،  002/0،  001/0هاي      ∆t  يبرا   راتييغت  بيضر  نيكمتر . ٢

ــوط  006/0و  ــه روش مرب ــون وب ــرا  ويلس ــاي   ∆tي ب  008/0ه
مربوط به روش تفاضل مركزي است كه مقادير آنها به   01/0و

 3/200و    2/200،  2/206،  6/150،  2/112،  7/323ترتيب برابر  
  باشد.درصد مي

هاي مختلــف با دقت در مقادير عددي ضريب تغييرات روش
 نتايج زير حاصل گرديد: )،14در شكل (

ثانيه مربوط به روش  ∆  t=    0/ 001براي    رات يي تغ   ب ي ضر   ن ي شتر ي ب  . ١
ثانيــه مربــوط بــه روش  ∆  t=    0/ 002  جنينگــز ارتقــا يافتــه، بــراي 

  

  
  نيوتن. op=  006) و =  2(  ثانيه 01/0تا  001/0از   t Δبرايهاي مختلف عددي خطاي روشضريب تغييرات ): 12شكل ( 

  

  
  نيوتن. op=  800) و =  2(  ثانيه 01/0تا  001/0از   t Δبرايهاي مختلف عددي خطاي روشضريب تغييرات ): 13شكل ( 
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  نيوتن.  op=  1000) و =  2(  ثانيه 01/0تا  001/0از   t Δبرايهاي مختلف عددي خطاي روشضريب تغييرات ): 14شكل ( 

  

جنينگــز، ثانيه مربوط به روش  ∆ t=  0/ 004، براي 3شتاب مرتبه 
و بــراي   3ثانيه مربوط به روش شتاب مرتبــه  ∆  t=    006/0براي
008/0    =t  ∆ مربوط به روش نيومــارك شــتاب خطــي و بــراي

01/0  =t ∆ اســت كــه  2ثانيــه مربــوط بــه روش شــتاب مرتبــه
، 8/673،  5/1281،  1/1629،  9/1705مقادير آن به ترتيب برابر 

 باشد.درصد مي 1/564و  536

ثانيــه مربــوط بــه ∆  t=    001/0ي  بــرا   راتيي ــغت  بيضر  نيكمتر . ٢
ثانيــه مربــوط بــه ∆  t=    002/0ي  بــرا روش ويلسون تتا اســت و  

، 006/0، 004/0هاي   ∆t يبرا روش نيومارك شتاب متوسط و 
ــه روش مربــوط  01/0و  008/0 تفاضــل مركــزي اســت كــه ب

، 6/149،  1/128،  87/96،    58/63رابــر  مقادير آنها بــه ترتيــب ب
  .باشددرصد مي 8/199و  169

     ضــريب تغييــرات خطاهــايمقــادير ميــانگين ) 3جــدول (
هــاي بنــدي خطاهــاي روشرتبــه)  4جدول (و  هاي مختلف  روش

    نشــان را هــاي مختلــف  Poبــه ازاي  بــه ترتيــب صــعودي مختلــف
  دهد. مي

  
  هاي مختلف.  oPهاي مختلف به ازاي ضريب تغييرات خطاهاي روش نيانگيم): مقادير 3جدول ( 

 روي ن دامنه   مقادير ميانگين خطا

  روش
  جنينگز 
   ارتقا يافته

  روش
  ابداعي

 2شتاب مرتبه 
(تابع حداقل  

 مربعات)

  3شتاب مرتبه 
(تابع حداقل  

 مربعات)

  روش 
 جنينگز 

  روش 
  تفاضل  
 مركزي 

  نيومارك  
  شتاب  
 خطي

  نيومارك  
  شتاب  
 متوسط 

  روش
  - ويلسون
 تتا

200 

210× 323/9 210× 326/8 210× 148/3 210× 068/3 210× 031/3 210× 636/2 210× 452/2 210× 967/1 210× 226/1
  روش

  جنينگز 
   ارتقا يافته

  روش 
  ابداعي

  2شتاب مرتبه 
(تابع حداقل  

 مربعات)

 3شتاب مرتبه 
(تابع حداقل  

 مربعات)

  روش 
 جنينگز 

  نيومارك  
  شتاب  
 خطي

  روش
  - ويلسون
  تتا

نيومارك  
  شتاب  
 متوسط 

  روش 
  تفاضل
 مركزي 

400 

210× 195/5 210× 194/5 210× 599/4 210× 458/4  210× 365/4  210× 311/2  210× 156/2  210× 933/1 210× 893/1

  روش 
  ابداعي

  روش 
  جنينگز  
   ارتقا يافته

 2شتاب مرتبه 
(تابع حداقل  

 مربعات)

 3شتاب مرتبه 
(تابع حداقل  

 مربعات)

  روش 
 جنينگز 

  نيومارك  
  شتاب  
 خطي

  نيومارك  
  شتاب  
 متوسط 

  روش
  - ويلسون
  تتا

  روش 
  تفاضل  
 مركزي 

600 

110× 612/1 0919/1  10-1× 194/7 10-1× 540 /3 10-1× 129 /3  10-1× 950 /2  10-1× 198 /2  10-1× 789 /2 10-1× 300 /2



                    ددرجه آزا  كي شونده  سازه سخت  كي   ي:مطالعه مورد  ؛كيهارمون  يبارگذار  يبرا  يعدد  گريهاي دنسبت به روش  3دقت روش شتاب مرتبه    زانيم  يكمّ   يبررس
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  .) 3ادامه جدول ( 
 روي ن دامنه   مقادير ميانگين خطا

  روش
  جنينگز 
   ارتقا يافته

  روش
  جنينگز 

  3شتاب مرتبه 
(تابع حداقل  

 مربعات)

  2شتاب مرتبه 
(تابع حداقل  

 مربعات)

  روش 
  تفاضل  
 مركزي 

  نيومارك  
  شتاب  
 خطي

  نيومارك  
  شتاب  
 متوسط 

  روش 
 ابداعي

  روش
  - ويلسون
 تتا

800 

310× 098/1 310× 053/1 310× 042/1 310× 019/1  310× 520/8  210× 478/8  210× 411/7  210× 764/5 210× 103/2
3شتاب مرتبه 

(تابع حداقل  
  مربعات)

  روش
  جنينگز 
   ارتقا يافته

  روش
 جنينگز 

  2شتاب مرتبه 
(تابع حداقل  

 مربعات)

  نيومارك 
  شتاب 
 خطي

  روش
 ابداعي

  روش
  تفاضل
 مركزي 

  نيومارك 
  شتاب 

 متوسط 

  روش
  - ويلسون
 1000  تتا

310× 139/1 210× 659/6 210× 269/6 210× 266/4  210× 868/3  210× 739/3  210× 445/2  210× 419/2 210× 727/1 

  
  هاي مختلف. oPهاي مختلف به ترتيب صعودي، به ازاي بندي خطاهاي روشرتبه :) 4(  جدول

  رو ي دامنه ن  مقادير ميانگين خطا 
  روش

  جنينگز 
  ارتقا يافته

  3 شتاب مرتبه
(تابع حداقل  

  مربعات)

  روش
 جنينگز 

    2 شتاب مرتبه
(تابع حداقل  

 مربعات)

  روش
 ابداعي

  نيومارك  
  شتاب  
 خطي

  روش 
  تفاضل  
 مركزي 

    وماركين
  شتاب  
 متوسط 

  روش 
  - لسونيو

 تتا
200-1000

210× 330/9 210× 819/7  210× 818/6 210× 343/6  210× 124/6  210× 126/5 210× 892/4 210× 234/4 210× 694/1 
  

  گيري نتيجه  - 11
شــونده در در اين مقاله، يك سيستم يــك درجــه آزاد سخت

هــاي سينوســي نظر گرفته شد و به آن طيف وسيعي از بارگــذاري
جايي اين سيستم بــه روش عددي، پاسخ جابه  9اعمال گرديد و با  

ــايج Δtازاي  ــد. نت ــبه گردي ــف محاس ــاي مختل ــه نيروه ــا و دامن ه
ثانيــه در   01/0تــا    001/0از    Δtها نشان داد كه با تغييــرات  بررسي

اكثر موارد حداقل مقدار ميانگين خطــا مربــوط بــه روش جنينگــز 
ارتقاء يافته و حداكثر مقدار ميانگين خطا در اكثر مــوارد مربــوط 

باشد. در مورد ضريب تغييرات تقريباً عكــس به روش ويلسون مي
 001/0ز  ا   Δtديگر، بــا تغييــرات  عبارتياين مطلب صادق است. به

ثانيه در اكثر موارد حداكثر مقدار ضريب تغييــرات خطــا   01/0تا  
مربــوط بــه روش جنينگــز ارتقــاء يافتــه و حــداقل مقــدار ضــريب 

 باشــد.تغييرات خطا در اكثر موارد مربوط بــه روش ويلســون مــي

 1000تــا    200همچنين مشاهده گرديد بــا افــزايش دامنــه نيــرو از  
نيوتن، حداقل مقدار ميانگين خطا در اكثر موارد مربوط بــه روش 
جنينگز ارتقاء يافته و حداكثر مقدار ميانگين خطا در اكثــر مــوارد 

  مربوط به روش ويلسون است.
در مجموع، روش ابداعي، روش جنينگز ارتقــا يافتــه و روش 
جنينگــز، بــه ترتيــب صــعودي كمتــرين ميــزان خطــا را داشــتند و 

د. از لحاظ ضريب رديگبيشترين خطا مربوط به روش ويلسون مي
هاي ويلسون، نيومارك شــتاب متوســط و تفاضــل تغييرات، روش

مركزي، به ترتيب صعودي،كمترين ضريب تغييــرات را دارا بودنــد  
  و روش جنينگز ارتقا يافته، بيشترين ضريب تغييرات را داشت. 
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This paper investigates the displacement response of a nonlinear, stiffening single-degree-of-freedom system 

subjected to a range of sinusoidal loadings with varying frequencies and force amplitudes. The stiffness variation in 
this system follows a quadratic relationship with displacement. A total of nine numerical methods were utilized to 
compute the displacement response of the system. These methods include the third-order acceleration method, the 
second-order acceleration method, the Newmark’s linear acceleration method, the Newmark’s average acceleration 
method, the Wilson-Theta method, the central difference method, the Jennings method, the improved Jennings 
method, and a newly developed method. Using the developed method and a time step ∆t of 0.001 seconds, the 
system’s displacement response was computed and considered as the reference solution. Subsequently, for time 
steps of 0.001, 0.002, 0.004, 0.006, 0.008, and 0.01 seconds, the displacement response of the system was calculated 
using the aforementioned nine numerical methods under loading amplitudes of 200, 400, 600, 800, and 1000 
Newtons. The root mean square error and the CV of the error for each method were calculated for the defined time 
steps. Results are presented as bar charts within the paper. 

This paper investigates a nonlinear stiffening SDOF system without damping, with a mass of 1000 kg and an 
initial stiffness of 100,000 N/m. The mass and stiffness specifications of this system were taken from Chang (2009, 
pp. 289-297), where a two-degree-of-freedom shear system without damping is presented with a mass of 1000 kg 
for each floor.  

In this study, the displacement response of the system under consideration, calculated with a time step of 0.001 
seconds, is regarded as the accurate response of the system. To justify this, the studied nonlinear stiffening SDOF 
system was subjected to a range of sinusoidal loads with frequencies ranging from 1 Hz to 30 Hz, increasing by 0.1 
Hz (291 frequencies), with a loading amplitude of 1000 Newtons (the maximum loading amplitude), and the system 
response was calculated with a maximum time step of 0.01 seconds. Then, using three methods (the innovative 
method, Newmark’s average acceleration method, and the Jennings method) and with a time step of 0.001 seconds, 
the system’s response was calculated and considered as the exact response. By reducing the number of points and 
changing the time interval from 0.001 seconds to 0.01 seconds, the maximum error and average errors of the nine 
methods discussed in this study were computed. Examining the results reveals that there is essentially no significant 
difference in the error values obtained by the three mentioned methods, especially for the average error values. 
However, since the innovative method assumes a constant stiffness value within each time step of 0.001 seconds, 
this method appears to offer a higher degree of accuracy. 

Overall, the newly developed method, the improved Jennings method, and the original Jennings method, 
respectively, exhibited the lowest error, while the Wilson-Theta method showed the highest error. In terms of the 
coefficient of variation, Wilson-Theta, Newmark’s average acceleration, and the central difference method, 
respectively, had the lowest coefficients of variation in ascending order, with the improved Jennings method having 
the highest coefficient of variation. 

 

Keywords: Third-Order Acceleration Method, Numerical Methods in Structural Dynamics, Stiffening Systems, 
Root Mean Square Error, CV (Coefficient of Variation) of Error. 




