
 

  127  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  1402پاییز ، سوم، شماره دهمسال 
 

  
  

  هشیژوپیادداشت نوع مقاله: 

  

  چکیده
در این پژوهش به کمک روابط اساسی دینامیـک سـازه و مقاومـت مصـالح بـه      

ي آسـیب هسـتیم. در واقــع، ایـن مقالـه روشــی     هــاسـازه دنبـال درك بهتـري از   
در  بیآسکه به کمک فرکانس طبیعی میزان شناخت از  دهدیمکاربردي ارائه 

ما را در بهسازي سازه کمک کند. در این روش تنها  دتوانیمخود که  گاههیتک
و نیاز به کنترل سازه و حضـور نیـروي انسـانی     استبه دریافت فرکانس از سازه 

کـه نتـایج نشـان داد، پارامترهـاي دینـامیکی       طـور همانمداوم نیست.  صورتبه
خصـوص ردیـابی   و بـه  هـا سـازه ی دارند. آنچه حوزه پایش سلامت پررنگنقش 

 عدم اطمینانبسیار جذاب و از طرفی خیلی سخت کرده  طرف کی از ترك را
در سازه تا تشـخیص و   بیآسدر سازه است. در واقع از ایجاد  بیسآ توجهقابل

هستیم که کار را بسیار سخت و با هزینـه   روروبهبالایی  عدم قطعیتبا  آنترمیم 
شـده در ایـن مقالـه    ي و تحلیـل  سازمدل. سازه دنماییممحاسباتی بالایی مواجه 

 عمومـاً ي ارائه شده قبلی که هامدلنسبت به  تواندیم دهیدبیآس گاههیتکبا سه 
ي باشـد. گرچـه   ترمناسبکنسول و یا تیرهاي یک دهانه بودند، مدل  صورتبه
و اسـتفاده از معادلـه مشخصـه مـاتریس ضـرایب بـراي        هـا دهانـه  اضافه شـدن با 
وار خواهـد شـد. همچنـین اسـتخراج تـابع      تابع شکل، بسـیار دش ـ  آوردندستبه

فرکانس به کمک روش رایلی انجام شد و نتـایج نشـان داد کـه همچـون روش     
عوامـل روي مـود اصـلی سـازه میـزان خطـاي نتـایج را تغییـر          ریتأثحل مستقیم 

جرم آزمون در نقاطی که روي مد اصـلی   اضافه کردن. در این بخش با دهدیم
         کــه  دیــآیمــ بــه دســتابع شــکل در حــالتی و در حــل مســتقیم تــ اســت متــأثر

جرم آزمون حضور ندارد و این موضوع باعث احتمال افزایش خطـا بـا افـزایش    
 .دهدیمجرم آزمون را افزایش 
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  مقدمه -1

مـواره از یـک تـرك در قطعـه     گسست ناشی از شکسـت، ه 
 ذاتـی  ونقـص بی ـع . ترك، از یک شیار یا از یکشودیشروع م
بـار اســتاتیکی یــا   تحــت اگـر  و شــودیمــ آغـاز  مــاده در موجـود 

 در و کنـد  رشـد  بـه  شـروع  دینامیکی قـرار بگیـرد، ممکـن اسـت    
)     1(هـاي  . در شـکل شـود  شکست و خرابی قطعه منتهی به نهایت

  .است نشان داده شدههاي سازه خرابی اي ازنمونه )2و (
    هـا تحقیقات متعددي در زمینه شناسایی ترك و عیوب سـازه 

ــا روش ــف در  ب ــاي مختل ــاله ــاس ــت  ه ــده اس ــه ش ــر ارائ            ي اخی
(Hui, et al., 2016) (Papadopoulos & Dimarogonas, 1992) 

1992) (Le Wang & Zhichun, 2011) (Dimarogonas, . در
نرمی  عمقکمیی با ترك هاالمانخود مدعی شد که در  گزارش

اضافه شده ناشی از ترك با مجذور نسبت عمـق تـرك بـه عمـق     
  مستقیم دارد.  رابطه  (a/h)2 المان

ــد ( ــري خــود دو  Wendtland, 1972وندلن ــاله دکت ) در رس
تـرك معرفـی کـرد کـه در اولـی بـراي        کـردن  مدلتئوري براي 

از شـیار بـراي    خـورده تـرك ي هـا ریتبررسی تغییـرات فرکـانس   
ترك استفاده کـرده بـود و در تئـوري دوم از کـاهش      کردنمدل

) و Isalik, 1967سطح مقطع المان بهـره گرفتـه بـود. ایسـالیک (    
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و کـو و   (Petroski & Glaszik, 1980)پتروسـکی و گلاژیـک   
از جمله پژوهشـگرانی بودنـد کـه از      (Ku & Chen, 1992)چن 

 دهی ـدبیآس ـي هاالماناي برسی ارتعاشات کاهش سطح مقطع بر
  استفاده کردند.

  

  
  .قاب فلزي گاههیتک): آسیب در 1شکل (

  

  
  .گاههیتکستون از تیر در  جدا شدن :)2شکل (

  

 ,Springer, Lawrence, & Lawley)اشـپرینگر و همکـاران   

تغییرات فرکانس تیر یک سر آزاد با ترك در طـول دهانـه    (1987
کـه   فنر انتقالی و کاهش سـطح مقطـع بررسـی کـرد    را به دو روش 

از روش کاهش سـطح مقطـع بـه نتـایج تجربـی       آمدهدستبهنتایج 
نتـایج  داد؛ امـا بـه   بود. او این کار را براي تیر آزاد انجـام   ترکینزد
یـک   (Silva & Gomez, 1990)ی نرسید. سـیلوا و گـومز   قبولقابل

ر تغییر فرکانس بـین  د ریتأثي تجربی روي مقایسه هاشیآزماسري 
را بررســی کردنــد.  آمــدهدســتبــهشــکاف بــه بررســی اطلاعــات  

ي ثبت شده از عملکرد مشابه تـرك و شـکاف بـا عمـق     هاگزارش

عمق بیشتر شود خطا در نتایج افزایش  دارد؛ اما هر چقدرکم اشاره 
 (Chaudhari & Maiti, 2000)خواهد داشـت. چـودهري و میتـی    

حـالات بـدون    در ری ـمتغر  با سطح مقطـع  روي تغییرات فرکانس تی
ي و هـا روشبراي این کـار از   آنهاترك و با ترك تحقیق کردند. 

  ي دیفرانسـیل اسـتفاده کردنـد کـه بـه نتـایج قـابلی دسـت         هافرمول
  ).3یافتند (شکل 

  

  
 .(Chaudhari & Maiti, 2000)ي ارائه شده توسط هامدل :)3شکل (

  
تحقیقـی   (Yao & Dimarogonas, 1988)یاو و دیمارگنس 

انجــام دادنـد. همچنــین   خـورده تــركي ارهی ـداي هــاسـتون روي 
مفاهیم نرمـی موضـعی سـتون بـه روش اجـزا محـدود را هیلـی و        

قـرار   مطالعـه  مورد (Hale, Heald, & Shanna, 1984)همکاران 
رفتـار   (Srinivasan & Kot, 1992)دادنـد. سرینیوسـن و کـوت    

تـلاش   آنهـا مـد نظـر قـرار دادنـد.      را خوردهتركارتعاشی سطح 
  را تعیین کنند. مودها شکلي طبیعی و هافرکانسکردند 

آنچه در این مقاله مد نظر قرار گرفته بررسی میزان آسیب در 
ي کـه در  اگستردهاست. با وجود تحقیقات  دو دهانهتیر  گاههیتک

 راتیتـأث این حوزه انجام شـده امـا اکثـر ایـن تحقیقـات بـر روي       
در  واقـع وي مشخصات دینامیکی سازه متمرکز بوده، در آسیب ر

تغییـرات در مشخصـات دینـامیکی     به توجه بابیشتر این تحقیقات 
سازه همچون تغییرات در فرکانس طبیعی و یا تغییرات در شـکل  

مسـتقیم بـر    طـور بهتفسیري از آسیب دارند و کمتر تحقیقی  مدها
 .اندکردهروي آسیب سازه تمرکز 
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  یین و تشخیص خرابیروش تع -2
در سـه شـکل کلـی     ياسـازه  يهاستمیتشخیص خرابی در س

 قابل اجراست:

 مشاهده مستقیم چشم .1

 تجهیـزات خـاص   يریکـارگ غیـر مخـرب و بـه    يهـا شیآزما .2
 ي الکتریکی)ابزارهاو مصالح پیزوالکتریک (

  شناسایی يهاتمیغیر مخرب و استفاده از الگور يهاشیآزما .3
غیـر   يهـا شیبـر آزمـا   ین ـتمب کـه  روش سـوم در این تحقیق 

، توسـعه داده  شناسـایی اسـت   يهـا تمیمخرب و استفاده از الگـور 
جدیـدي توسـط محققـین     يهـا روش اسـاس  نی ـا . بـر شده است

 هـا سـتم یشناسـایی س  يهـا تمیپیشنهاد شده است که بر پایه الگـور 
سـازه   يهـا هـا مشخصـات المـان   انـد. در ایـن روش  استوار گشـته 
شـده از رفتـار واقعـی     يریگکه پاسخ اندازه دشویطوري تعیین م
آمده از مــدل تحلیلی با هم مقایسه شود. بـا  دستسازه و پاسخ به

ها، وضعیت حاکم داشتن مشخصات محاسبه شده المان دست در
  .خواهد بود نییتعقابل یسادگبر ســازه به

  
  تحلیل ارتعاشات به روش رایلی - 2-1

در  ،یعی یـک دسـتگاه ارتعاشـی   فرکانس و یا زمان تناوبی طب
ــه     ــی دارد. ب ــش مهم ــامیکی آن نق ــار دین ــی رفت ــلاوه در بررس ع

ي روهـا یندر مقابـل   هـا سازهی کیاستاتشبهیی نظیر تحلیل هاروش
دینامیکی، برآورد نیرو منوط به تعیین زمـان تنـاوب اصـلی سـازه     

فوق، ارائه روشی مناسب جهـت تعیـین فرکـانس     لیبه دلااست. 
عین سادگی از دقت کافی نیز برخوردار باشد امري  طبیعی که در

یی کــه چنــین خصوصــیتی را هــاروشضــروري اســت. یکــی از 
را مورد بررسـی   آن، روش رایلی است که در این بخش ستدارا

  اصل بقاي انرژي استوار است.  بر اساس. این روش میدهیمقرار 
  

  بررسی کلی روش رایلی -1- 2-1

تئوري اصـوات نشـان داده    اساسبر  1873لرد رایلی در سال 
فرکانس طبیعی حاصـل بـا    ،است که براي یک دستگاه مکانیکی
تغییـرات دامنـه    شینماجهتفرض یک تابع تغییر مکان مشخص 

یا مساوي فرکانس طبیعـی واقعـی آن    تربزرگ ،ارتعاش آزاد آن
واقعی ارتعاش  شکل رییتغانحراف جزئی از  گریدعبارتبه. است

خطاي محسوسـی را موجـب    ،ر تعیین پریود اصلیآزاد دستگاه د
تابع  نیترمناسبو  نیترآسانرایلی پیشنهاد کرد  آنچه. گرددینم
تحـت اثـر    شـکل  ریی ـتغ، همان تابع حاصل از منحنـی  مکان رییتغ

انتخـاب   دربـاره ي بعدي هابخشنیروي استاتیکی وزن است. در 
  این تابع بیشتر بحث خواهیم کرد.

کر نمود که روش رایلی حالت خاصـی از  ذ توانیمهمچنین 
 شکل رییتغ بر اساسکه تابع شکل آن  استروش مختصات کلی 
. با استفاده از این اصل کـه انـرژي   گرددیماستاتیکی سازه تعیین 

ذخیره شده در دستگاه برابر کـار آن توسـط بـار خـارجی اسـت،      
ــ ــوانیم ــی     ت ــه روش ــیل را ب ــرژي پتانس ــداکثر ان ــادهح ــرس         ي ت

تابع تغییر شکل سیستم تحت اثر بار مرده  u(x)محاسبه نمود. اگر 
P(x) = m(x)g  وψ(x)ou(x) = u  کهou     حـداکثر تغییـر مکـان و

ψ(x) :تابع شکلی باشد، داریم   

)1 (                  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

L
i i

2 0
L 2 2

i i
0

L
o i i

0
L 22 2

o i i
0

m x u x dx W
ω  g

m x u x dx W

u m x ψ x dx W

u m x ψ x dx W

+ ∑ ∆
= =

  + ∑ ∆ 

+ ∑ ∆

  + ∑ ∆ 

∫
∫

∫
∫

  

  رایلی معروف است. قسمتخارجرابطه فوق به 
  

  رایلی قسمتخارجخواص  -2- 2-1

عامل سودمندي که در استفاده از روش رایلی بـراي تخمـین   
 قسـمت خـارج فرکانس طبیعی یک سیستم وجـود دارد، خـواص   

  :هستندرایلی است. این خواص به شرح زیر 
فرکانس تقریبی حاصل از روش رایلی با استفاده از یک تابع  .1

از فرکـانس طبیعـی اصـلی     تـر بزرگشکل مفروض، همواره 
 باشد.می )ي ارتعاشی استمودهافرکانس  نیترکوچککه (

رایلی حتی در صورت انتخاب یک تابع شـکل   قسمتخارج .2
تخمین بسـیار خـوبی از فرکـانس اصـلی بـه       ،خوب چنداننه

 .دهدیمدست 
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ي هـا فرکـانس که قبلاً نیـز اشـاره شـد، تمـام      طورهمانالبته  
از مقـدار دقیـق خـود     تـر بـزرگ تخمینی حاصل از روش رایلـی،  

وضـعیتی  (. حتی اگر مقدار دقیق فرکانس در دست نباشـد  تندهس
ادعا نمـود   توانیمي پیچیده وجود دارد)، هاستمیسکه در اغلب 

. از ایـن  اسـت مقدار  نیترقیدقفرکانس حاصل  نیترکوچککه 
براي تعیین فرکانس دقیق سیستم دو درجه آزادي  توانیممفهوم 

متغیـر تـابع شـکل،    رایلی برحسـب   قسمتخارجبا حداقل کردن 
  استفاده نمود.

که در چـه حـالاتی میـزان     گرددیمحال این موضوع بررسی 
در تعیـین تـابع    حـال  به تا. آنچه ابدییمخطاي این روش افزایش 

داشتیم اقنـاع شـرایط مـرزي هندسـی تـابع       دیتأکشکل روي آن 
شکل بود، اما به این نکته بایـد توجـه داشـت کـه اگـر از تعـادل       

ر نقاط مرزي غافل شویم ممکـن اسـت تـابع شـکلی را     د هاتلاش
ــا    ــی ب ــیم کــه نتیجــه آن در روش رایل ــاانتخــاب کن ــا خطاه           یی ت

  داشت. خواهد بردرصد را نیز در  25
  

  انتخاب تابع شکل -3- 2-1

دقت فرکانس طبیعی به روش رایلی، بسـتگی کامـل بـه تـابع     
الت کلـی  . در حاستشکل مفروض براي بیان تقریبی شکل مود 

را بـرآورده سـازد،    شـکل  ریی ـتغهر تابع شکلی که شرایط مرزي 
تابع شکل انتخاب نمود. در این قسـمت بـه ایـن     عنوانبه توانیم

یک تـابع شـکل دقیـق انتخـاب نمـود،       توانیمکه چگونه  سؤال
  .شودیمپاسخ داده 

بــراي ایــن کــار شناســایی شــکل دقیــق مــودي مفیــد بــه نظــر 
یی که ذکـر شـد   هارابطهزاد، تغییر مکان از . در ارتعاش آرسدیم

  :ندیآیمو نیروهاي نظیر از رابطه زیر به دست 

)2 (                               2
of (x) m(x)u(x)  ω u m(x)ψ(x)= − =&&  

یروهـاي  نباشـد. اعمـال اسـتاتیکی    یم ـتابع شکل  ψ(x)که در آن 
 اینرسی فوق در هر لحظه، تـابع شـکلی مطـابق رابطـه بیـان شـده،      

 کنندهکمککند. این مفهوم در تخمین تابع شکل دقیق یمایجاد 
هاي اینرسی شـامل ایـن مجهـول هسـتند.     یرويننیست، زیرا خود 

لیکن رابطه فـوق ایـن مفهـوم را دارد کـه تـابع شـکل تقریبـی را        

هـاي اسـتاتیکی   یـرو نمنحنی تغییر شکل تحـت   صورتبهتوان یم
ψ(x)ou(x) = u  در نظر گرفت که در آنψ(x)   تقریب منطقـی از

  تابع شکل اصلی سیستم است.
در حالت کلی، این روش براي انتخاب تابع شکل، بـه سـعی   

 قـبلاً کـه   طـور همانمحاسباتی بیش از مقدار لازم نیاز دارد، زیرا 
تذکر داده شده حتی در صورت عـدم انتخـاب یـک تـابع شـکل      

ي بـه نتـایجی بـا خطـا     منجرخوب، روش رایلی در موارد اندکی 
بـر   تـوان یماما بحث قبلی این بود که تابع شکل را . شودیمزیاد 
یک دسته نیروي استاتیکی تعیین نمـود.   شکل رییتغمنحنی  اساس

که در امتداد مناسـب اعمـال    استیک انتخاب خوب وزن سازه 
  .گرددیم

باید به این موضوع توجه نمود که موفقیت روش رایلی براي 
یک سازه بستگی به توانایی تجسم تخمین فرکانس طبیعی اصلی 

، شـود یم ـآن انتخاب  بر اساسشکل مود ارتعاشی که تابع شکل 
ي دهانـه  رهایتو  چندطبقهي هاقابتجسم شکل مود اصلی . دارد

. اما در علامتندي مربوطه هم هاشکلساده، آسان بوده تمام تغییر 
ي پیچیده، تجسم شکل مود اصلی ارتعاشی مشکل بوده هاستمیس
منحنـی تغییـر شـکل ناشـی از      بر اساسحتی انتخاب تابع شکل و 

در ادامه بحث، روشی براي انتخاب . وزن سازه، ساده نخواهد بود
  تابع شکل معرفی خواهیم کرد.

  
  يسازمدل -3

و  Aبا سطح مقطـع   Lداراي دو دهانه به طول  نظر موردسازه 
در کـه   است گاههیتکبا شرایط مرزي مشخص در  Iممان اینرسی 

. معـادلات ارتعـاش بـراي ایـن تیـر بـا       دیکنیم) مشاهده 4شکل (
ي برشی و لختی دورانی چنین هاشکلی از اثرات تغییر پوشچشم

  آیند.می به دست

)3 (                                     4 2

4 2
W(X . T) W(X . T)EI  0

X T
∂ ∂

+ =
∂ ∂

  

تغییر مکان عرضی تیـر و پارامترهـاي    W(X,T)که در این روابط 
E  وρ     به ترتیب مدول الاستیسیته و جرم واحـد حجـم مصـالح را

  دهند.نشان می
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 .مدل شده با فنر خمشی دهیدبیآس گاههیتک): تیر با 4شکل (

  

یی قـائم  جـا جابه دیکنیمملاحظه ) 4(که در شکل  طورهمان
از  لنگرهادر نقاط مرزي برابر صفر و براي بیان تعادل  نظر مدتیر 

  . میکنیممقاومت مصالح استفاده روابط بنیادي 
  
  نتایج -4
  فنر خمشی يسازمدل - 4-1
  به کمک ورق کردنمدل -1- 4-1

فنـر بـه مـدل از یـک ورق عمـود بـر تیـر         اضافه کـردن براي 
استفاده شده است. جرم مخصوص ماده نظیر این ورق برابر صـفر  
در نظر گرفته شده است تا اینرسی حاصل از حرکت آن مـدل را  

یر قرار ندهد. بدیهی است که اگر جرم برابر عددي غیـر  تحت تأث
 تـر نـرم ي تحلیلی هامدلي عددي از هامدلاز صفر منظور گردد 

ي مزایاي دیگري هـم دارد. از  سازمدلخواهند بود. این شکل از 
ي واقعـی و  هـا مـدل بـا   مسـئله جمله این مزایا تطبیق هرچه بیشـتر  

تیر  مسئلهفته پیداست در که ناگ گونههمانتحلیلی است. در واقع 
ي باشد کـه صـفحات در طـول تحلیـل     اگونهبهباید  هاشکلتغییر 

ي هـا مـدل اگـر بـر فـرض بـا اسـتفاده از       آنکهحالصفحه بمانند. 
در  مسـئله درجـه آزادي پیچشـی ایـن     منظور کردندر  ترشرفتهیپ

 مسـئله موضـعی بـودن فنـر ایـن      به توجه بانظر گرفته شود باز هم 
خـاص اسـتفاده از ایـده     مسـئله شـود. بنـابراین در ایـن    محقق نمی

پیشنهادي معقول و منطقـی اسـت. سـختی ورق کمکـی نیـز بایـد       
ي تعیین شود که تغییر شکل آن بسـیار محـدود باشـد. در    اگونهبه

صلب عمل کنـد و البتـه سـختی آن     صورتبهواقع این ورق باید 
  ناپایداري عددي نماید. را دچار  مسئلهي نباشد که ااندازهبه
  

  ي با فنر انتقالیسازمدل -4-1-2

ي فنر پیچشی تبدیل آن به فنرهـاي  سازمدلیک روش دیگر 
فنـر پیچشـی بـا فنرهـاي انتقـالی       هـا مـدل انتقالی است. براي ایـن  

ــتفاده از      ــا اس ــالی ب ــاي انتق ــختی فنره ــده اســت. س ــایگزین ش ج

مشـاهده   )5ل (کـه در شـک   طـور همـان ي رفتـار فنرهـا   سازمعادل
  پذیرد. براي این منظور داریم:، صورت میدیکنیم

  

 
  .فنر خمشی با دو فنر انتقالی کردنمدل :)5شکل (

  

  :لنگر ایجاد شده در فنر خمشی برابر است با
)4                                                                   (θ θM  K θ= ∆  

  :انتقالی داریمو براي فنر 
)5                                                                      (  l

hM 2F
2

=  

  برابر است با : Fکه در آن 

)6                                                                      (  l
hF K θ
2

=  

دو لنگـر خـواهیم    قرار دادنرمول فوق و برابر یگذاري فجابا 
  :داشت

)7(                                                           

2

l θ
h2K θ K θ
2

  = 
 

  

)8                                                              (  

2

θ l
hK 2K
2

 =  
 

  

سـختی   lK سـختی فنـر خمشـی و    θKکه در رابطـه فـوق   
 . در این مقاله با توجـه بـه دقـت قابـل قبـول     باشدیمي انتقالی فنرها

ي اسـتفاده شـده اسـت. در    سـاز مـدل روش دوم از این روش براي 
روش  از آمـده دستبهسنجی رابطه نتایج صحت )3) تا (1(جداول 

  .دیکنیممستقیم براي پیدا کردن ضرایب مجهول را مشاهده 
  
  سنجیصحت - 4-2

هاي مختلف هاي بسته پیشنهادي را با ترکیبدر این بخش حل
کنـیم. بـراي ایـن    ه تیر، اندازه و محل جرم متمرکز کنترل میهندس

گیـریم. در  مـی  ي اجـزاي محـدود بهـره   بعـد  دوهاي منظور از مدل
  شرح است.این اص فولاد مشابه و به خو هامدلتمامی 
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)9                           (3E 210 Gpa,  7860Kg / m ,  0.3= υ =  

  هستند. قرار نیا ازها خصوصیات مشترك هندسی مدل
)10                                    ( 

 

 

 1 3

B 12.5 mm  
H 25 mm  
K K 3000 N.m / rad

=
=
= =

  

  

  .20ه عمق مقطع نتایج حل مستقیم براي نسبت طول دهانه ب: )1جدول (
L / H K1 K2 K3 لیفرکانس تحلی )%( خطا فرکانس اجزا محدود   

20  EI01/0   EI005/0   EI01/0  17/1474  5/1475  0902/0  

20  EI05/0   EI025/0   EI05/0  11/1480  7/1480  0399/0  

20  EI1/0   EI05/0   EI1/0  48/1478  6/1490  210/0  

20  EI2/0   EI1/0   EI2/0  9/1501  8/4150  1930/0  

20  EI5/0   EI25/0   EI5/0  8/1543  9/1544  0713/0  

20  EI75/0   EI375/0   EI75/0  4/1577  0/1577  00254/0  

20 EI  EI5/0  EI  8/1608  1/1610  0808/0  

20  EI2  EI   EI2  8/1723  7/1723  0058/0  

20  EI5   EI5/2   EI5  3/1985  4/1990  257/0  

20  EI10   EI5   EI10  5/2266  7/6622  00882/0  

20  EI100   EI50   EI100  9/3106  8/3111  158/0  

20  EI100   EI005/0   EI100  2216 5/2221  248/0  

20  EI10   EI025/0   EI10  5/1866  2/1870  198/0  

20  EI5   EI05/0   EI5  1/1736  9/1738  161/0  

20  EI2   EI1/0   EI2  2/1613  4/1618  322/0  

20 EI   EI25/0  EI  9/1578  8/5841  374/0  

 
  .40نتایج حل مستقیم براي نسبت طول دهانه به عمق مقطع : )2جدول (

L / H K1 K2 K3 لیفرکانس تحلی )%( خطا فرکانس اجزا محدود   
04   EI01/0   EI005/0   EI01/0  8/368  369 0542/0  

04   EI05/0   EI025/0   EI05/0  05/372  9/371  0403/0  

04   EI1/0   EI05/0   EI1/0  376 8/375  0532/0  

04   EI2/0   EI1/0   EI2/0  8/382  7/382  0261/0  

04   EI5/0   EI25/0   EI5/0  4/402  2/402  0497/0  

04   EI75/0   EI375/0   EI75/0  1/417  3/417  0480/0  

04  EI  EI5/0  EI  9/430  2/431  0696/0  

04   EI2  EI   EI2  2/477  7/477  105/0  

04   EI5   EI5/2   EI5  5/566  8/566  0530/0  

04   EI10   EI5   EI10  3/644  4/644  0155/0  

04   EI100   EI50   EI100  9/803  1/804  0249/0  

04   EI100   EI005/0   EI100  5/564  1/565  106/0  

04   EI10   EI025/0   EI10  70/502  503 0598/0  

04   EI5   EI05/0   EI5  3/469  5/469  0639/0  

04   EI2   EI1/0   EI2  75/429  430 0582/0  

04  EI   EI25/0  EI  65/416  6/416  0120/0  
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  .100نتایج حل مستقیم براي نسبت طول دهانه به عمق مقطع : )3جدول (
L / H K1 K2 K3 لیفرکانس تحلی )%( خطا فرکانس اجزا محدود   

100  EI01/0   EI005/0   EI01/0  28/59  22/59  101/0  

100  EI05/0   EI025/0   EI05/0  35/60  37/60  0331/0  

100  EI1/0   EI05/0   EI1/0  74/61  76/61  0324/0  

100  EI2/0   EI1/0   EI2/0  35/64  38/64  0466/0  

100  EI5/0   EI25/0   EI5/0  05/71  01/71  0563/0  

100  EI75/0   EI375/0   EI75/0  54/75  54/75  0/0  

100 EI  EI5/0  EI  45/79  41/79  0503/0  

100  EI2  EI   EI2  66/90  67/90  0110/0  

010   EI5   EI5/2   EI5  9/106  96/106  0561/0  

100  EI10   EI5   EI10  18/117  16/117  0117/0  

100  EI100   EI50   EI100  46/131  55/131  0685/0  

100  EI100   EI005/0   EI100  45/91  49/91  0437/0  

100  EI10   EI025/0   EI10  77/86  74/86  0346/0  

100  EI5   EI05/0   EI5  24/83  28/83  4810/0  

100  EI2   EI1/0   EI2  27/77  28/77  0129/0  

100 EI   EI25/0  EI  2/75  19/75  0133/0  
  

  .سنجی فرکانس تیر مدل شده با استفاده از روش رایلینتایج صحت: )4جدول (
Im / L m/M L/H K2 لیفرکانس تحلی )%( خطا فرکانس اجزا محدود   

25/0  02/0  20  500  68/244  7/244  00817/0  

5/0  02/0  20  500  42/242  4/242  00825/0  

57/0  02/0  20  500  81/244  8/244  00408/0  

25/0  05/0  20  500  2/241  1/241  04146/0  

25/0  10/0  20  500  6/235  4/235  08489/0  

25/0  02/0  15  500  5/316  4/316  0316/0  

25/0  02/0  25  500  54/204  5/204  009779/0  

25/0  02/0  20  50  73/241  7/241  0123/0  

25/0  02/0  20  500  2/241  1/241  04146/0  

25/0  02/0  20  5000  61/268  6/268  003722/0  

25/0  02/0  20  50000  6/337  4/337  0592/0  

25/1  02/0  20  500  65/244  7/244  0204/0  

5/1  02/0  20  500  43/242  4/242  0124/0  

25/1  02/0  25  500  55/204  5/204  0244/0  

25/1  05/0  20  500  22/241  1/241  0497/0  
 

لازم به ذکر اسـت کـه هـم در مـدل تحلیلـی و هـم در مـدل        
عددي، جرم متمرکز بر روي تار مرکزي تیر در نظـر گرفتـه مـی   

ي از بعد هندسی جرم متمرکز سازمدلشود و همچنین در هر دو 

ی شده است، یعنی اینرسـی دورانـی آن برابـر صـفر در     پوشچشم
سـنجی فرمـول   ) نتایج صحت4دول (نظر گرفته شده است. در ج

  .دیکنیماز روش رایلی را مشاهده  آمدهدستبه
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نشان داد که با افزایش جرم  آمدهدستبهتوجه بیشتر به نتایج 
یابد زیرا با افزایش جرم، شکل مودها متمرکز خطا نیز افزایش می

بیشتري از یکدیگر  فاصلهدر حضور و بدون حضور جرم آزمون 
کـه   طورهماناز این روش،  آمدهدستبهي هاکانسفرگیرند. می

   از  آمـده دسـت بـه نشان داده شد، از تطابق بسـیار خـوبی بـا نتـایج     
 هاي عددي دارد.مدل

  
  يریگجهینت -5

اي از سازه مـورد بررسـی قـرار    در این مقاله گرچه مدل ساده
اي در آینده بـر  قطعاًنوپا بودن این بحث  به توجه باگرفته بود، اما 

ي واقعی به همـین  هاسازهبه  ترکینزدو  تردهیچیپي بسیار هامدل
ي ابتدایی نیازمند خواهیم بود. علاوه بر مطالب بیان شـده،  هامدل

ینکـه بررسـی آسـیب در    ادر این مقاله مشاهده کردیم بـا وجـود   
بسیار در پایداري کلی سازه اهمیت دارد و ظـاهر مسـئله    گاههیتک

 اعتمـاد قابـل ، اما به کمـک روابـط سـاده و    درسیمدشوار به نظر 
به شناخت مناسبی از آسیب دسـت پیـدا    میتوانیمدینامیک سازه 

 دهی ـدبیآس ـ گـاه هی ـتکما در این مقاله بـا سـه    نظر مدکنیم. سازه 
ي ارائه شده قبلـی  هامدلي باشد نسبت به ترمناسبمدل  تواندیم

ه بودند. گرچه کنسول و یا تیرهاي یک دهان صورتبه عموماًکه 
و اسـتفاده از معادلـه مشخصـه مـاتریس      هـا دهانـه  اضـافه شـدن  با 

تابع شکل، بسیار دشوار خواهد شـد   آوردندستبهضرایب براي 
 تـر سـهل که در این بخش به دنبال روشی جـایگزین و   طلبدیمو 

  باشیم. 
، اسـت از دیگر نکات این مقاله بررسی مستقیم میزان آسـیب  

بـوده   نظـر  مـد بیشـتر در حـوزه ردیـابی آسـیب     تا به امـروز   آنچه
تفسیري از میزان آسیب از تغییر میزان فرکانس و یا بررسی رونـد  

 دسـت  درتغییرات شکل مود بـوده اسـت. در ایـن تحقیـق مـا بـا       
یی کـه بیـان   هـا روشبه کمـک   دهیدبیآسفرکانس سازه  داشتن

  .میآوریم به دستشد، میزان کاهش سختی را 
یـافتن تـابع شـکل مناسـب      منظوربهیم که در بخش حل مستق

به روند نتایج توجـه  داشته؛ اما اگر ی قبولقابل، نتایج خطاي است
که خطـاي ایـن روش بـا افـزایش اخـتلاف       میشویمشود متوجه 

. ابـد ییم ـافزایش یابد، میزان خطـا افـزایش    هاگاههیتکسختی در 
 به توجه بااز این بحث داشت این است که  توانیماستدلالی که 

کـه شـکل مـود     شودیمنظر رایلی با ایجاد اختلاف سختی باعث 
و این اختلاف باعث ایجاد خطا  ردیگیماصلی از مود اول فاصله 

مـود   هـا گـاه هی ـتک. در واقع در صورت تقـارن در سـختی   شودیم
بـراي مـا    توانـد یم ـاصلی سازه که اسکلت اصـلی تـابع شـکل را    

کـه فـرض اولیـه کـه      شـود یم ترکینزدروشن کند، به مود اول 
  .کندیم ترقبولقابلبراي تابع شکل داشتیم را 

در بخش دوم که همـان اسـتخراج تـابع فرکـانس بـه کمـک       
عوامـل روي   ریتـأث روش رایلی بود، همچون روش حـل مسـتقیم   

. در این بخش دهدیممود اصلی سازه میزان خطاي نتایج را تغییر 
 متـأثر اط روي مـود اصـلی را   جـرم آزمـون در نق ـ   اضافه کردنبا 

آوردیـم   به دسـت و ما در حل مستقیم تابع شکل در حالتی  است
که جرم آزمون حضور ندارد و این موضوع باعث افزایش خطا با 

 .شودیمافزایش جرم آزمون 
 

  مراجع
Chaudhari, T., & Maiti, S. (2000). A study of vibration 
of geometrically segmented beams with and without 
crack. International Journal of Solids and Structures, 
37(5), 761-779. 

Dimarogonas, A.D. (1992). A brief history of rotor 
dynamics. In Rotordynamics (Vol. 92). Venice: 
Springer. 

Hale, D., Heald, J., & Shanna, S. (1984). Dynamic test 
of cracked pipe components. J. Press. Vess. Technol., 
106, 37-46. 

Hui, M., Jin, Z., Ziqiang, L., Long, Z., Yuzhu, G., & 
Bangchun, W. (2016). Analysis of the dynamic 
characteristics of a slant-cracked cantilever beam. 
Mechanical Systems and Signal Processing, 75, 261-
279. 

Isalik, A.M. (1967). Free vibrations of reinforced 
concrete bars with crack in flexure. Sov. appl. Mech., 3, 
71-73. 

Ku, D., & Chen, L. (1992). Dynamic stability of a   
shaft disk system with flaws. Comput. Structures, 43, 
306-311. 



                                                                                             Extended Abstracts 

    
  ـــــــــــــ 

 

 
Determining the Amount of Damage of  

Two-Span Beams Using Rayleigh's Method  
 
 

Saber Soleymaninasab1 and Fereydoon Omidinasab2* 
 

1. M.Sc. Student, Engineering Faculty, Lorestan University, Khorramabad, Iran 
2. Associate Professor, Engineering Faculty, Lorestan University, Khorramabad, Iran,  

*Corresponding Author, email: sabersoleymaninasab@gmail.com 

 
 
In modern societies, the importance of financial and temporal resources is evident and has received attention in 

recent decades, and it is predicted that such importance increases with time. Structural health monitoring and crack 
detection are two topics in the field of civil engineering, which two areas have a key role and is considered almost 
new knowledge in civil engineering. In this project, we will try to use basic structural dynamics relations and 
strength of materials to achieve a better understanding of structural damage. In fact, this project offers a practical 
method that uses natural frequency to help identify the rate of damage to the support, which can help structural 
improvement. In this method, the only requirement is to obtain frequency from the structure and there is no need for 
structural control and permanent presence of manpower. As you will see, dynamic parameters have a strong role in 
this regard. What makes structural health and crack detection in particular both interesting and hard is significant 
uncertainty of structural damage. In fact, much uncertainty is involved in formation of structural damage and its 
detection and repair, which makes it a hard task with a high computational cost. Despite all these problems, due to 
importance of structural health monitoring and attempt to make most of available resources, many researches have 
been done in this regard and certainly the costs of knowledge of structural damage is much less than the material and 
non-material damages of incidents in communities.  

Although we studied a sample model of structure, given this discussion is newly emerged, this elementary model 
will be needed in future for much more complicated models that are closer to real structures. Besides the above said, 
we saw in this project that despite study of damage to supports is very important in overall stability of structure and 
seems a difficult problem, a good knowledge of damage can be obtained using simple and reliable relations. The 
structure studied in this project that had three damaged supports can provide a better model, compared to previous 
ones, which were mostly in form of console or single-opening beams. However, addition of openings and use of 
characteristic coefficients matrix equation to obtain shape function will be very hard and requires that we look for a 
simpler alternative method in this section. The other points of this project include direct study of level of damage. 
What has been sought so far rather in the area of damage detection includes an interpretation of the level of damage 
through variations of frequency or study of trend of variations of mode shape. In this project, having obtained the 
frequency of damaged structure using the said method, we obtained level of stiffness reduction.  

As for direct solution, which is aimed to find proper shape function, acceptable results were obtained. But the 
trend of results shows that error of this method increases as difference of stiffness of supports increases. It can be 
inferred that, given Rayleigh’s opinion, difference of stiffness cause the main mode to take distance from the first 
mode and such difference results in error. In fact, if stiffness of supports is symmetric, the main mode of the 
structure, which unveils the main structure of the shape function, gets closer to the first mode, which makes the 
initial assumption for shape function more acceptable.  

In the second part, which is derivation of frequency function with the aid of Rayleigh method, as is the case with 
direct solution method, the effect of factors of the main mode of structure changes the error level of the results. In 
this part, by addition of test mass at points on the main mode. In direct solution, we obtained the shape function in 
absence of test mass, which causes error to increase with test mass.  
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