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  چکیده
طبیعی  هايفرکانسدر این مقاله، با روشی جدید و با رسم نمودار تغییرات 

تیرهاي خمشی منشوري بر حسب پارامتري که متناسـب بـا جـذر فرکـانس     
طبیعـی ایـن تیرهـا شناسـایی شـده       هايفرکانسهاست، اي این سیستمزاویه

ابی جدیـدي کـه متشـکل از توابـع     ی ـ، از توابـع درون تحقیـق در ایـن  است. 
یـابی متعـارف کـه شـامل چنـد      جـاي توابـع درون  همثلثاتی و نمایی است، ب ـ

باشند، استفاده شده است. مقادیر آرگومـان ایـن   هاي درجه سه میايجمله
اي توابع شامل پارامتري موسوم به بتا است که متناسب با جذر فرکانس زاویـه 

اي مناسـب و بـا گـامی    ن پارامتر در محـدوده باشد. با تغییر ایمی تیر خمشی
هاي سـختی و جـرم و   با محاسبه ماتریس تیر خمشی هايفرکانسمشخص، 

تیـر   هـاي فرکانسبه ازاي مقادیر مختلف بتا محاسبه شده و نمودار تغییرات 
محدود،  يگردد. از دیدگاه اجزابر حسب بتاهاي مختلف رسم می خمشی

عینی هستند که به تعداد این درجات آزادي داراي درجه آزادي م تیرهااین 
طبیعـی ارتعاشـی   تـوان بـراي آنهـا فرکـانس     و به ازاي یک بتا مشخص، می

تیر خمشی مـورد  مختلف  هايفرکانسمحاسبه نمود. با بررسی نمودارهاي 
تقریبـی کـه بـا روش     هـایی فرکـانس بر حسب پارامتر بتا و نیز با داشتن  نظر

تـوان  آید و مقایسه آنها با یکدیگر، میمی به دستمتعارف  اجزاي محدود
آورد. در ایـن مقالـه، سـه نـوع      به دسترا با دقت بالاتري  تیر هايفرکانس

مـورد بررسـی    یلتفص ـبـه گاهی مختلف منشوري با شرایط تکیهخمشی تیر 
 بـه دسـت  هایی که از این روش ابتکاري براي آنهـا  قرار گرفتند و فرکانس
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  مقدمه -1

ها یکـی از پارامترهـاي اساسـی و    فرکانس ارتعاش آزاد سازه
مهم در ارتباط با چگونگی واکنش آنها بـه نیـروي زلزلـه اسـت.     

مثال، یک سازه با سختی زیاد که داراي فرکـانس بـالایی   عنوانبه
اي که داراي سختی کمی اسـت و در  زهباشد، در مقایسه با سامی

نتیجه فرکانس ارتعاش آن پایین است، رفتـار کـاملاً متفـاوتی در    
سـازي  برابر یک زلزله مشخص خواهـد داشـت. معمـولاً بـا مـدل     

هاي ارتعـاش آزاد آنهـا   ها به روش اجزاي محدود، فرکانسسازه
شود. علاوه بر این، موضوع محاسبه صورت تحلیلی محاسبه میبه

هاي طبیعی و شکل مدهاي ارتعاشی متناظر با آنهـا  دقیق فرکانس
اي که داراي جرم و الاستیسـیته گسـترده   هاي خمشیبراي سیستم

باشند، بعضاً مسـتلزم  هستند و احیاناً ترکیبی از چند تیر خمشی می
باشد و کار ریاضی نسبتاً سنگینی حل معادلات پیچیده ریاضی می

تیرهـاي خمشـی، تیرهـایی هسـتند کـه       کند. منظور ازرا طلب می
هـاي خمشـی   هاي محوري آنها در مقایسه با تغییرشکلتغییرشکل

آنها ناچیز است و در نتیجه، این اعضـا از لحـاظ محـوري صـلب     
    شــوند. بــا اســتفاده از روش اجــزاي محــدود متعــارف فــرض مــی
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هـاي طبیعـی ایـن نـوع تیرهـا را      طور تقریبـی فرکـانس  توان بهمی
کار برده شـده در  کرد. با افزایش تعداد اجزاي محدود به محاسبه

یابد. هرگـاه  هاي طبیعی کاهش میمدل، خطاي محاسبه فرکانس
هــاي از مــاتریس جــرم ســازگار اســتفاده شــود مقــادیر فرکــانس 

تـر بـه   آمده از روش اجزاي محـدود بـا مقـادیري بـزرگ    دستبه
اگــر از شـوند، در حـالی کـه    مقـادیر دقیـق فرکـانس همگـرا مـی     

ــانس     ــادیر فرک ــود مق ــتفاده ش ــز اس ــرم متمرک ــاتریس ج ــاي م ه
تـر بـه   آمده از روش اجزاي محدود با مقـادیري کوچـک  دستبه

یـابی  ]. توابـع درون 1گردنـد [ مقادیر دقیـق فرکـانس همگـرا مـی    
شود (توابع شکل) که براي این اجزاي محدود خمشی استفاده می

ایده جدیدي که به نظـر  ]. 1اي درجه سه هستند [توابع چند جمله
جـاي اسـتفاده از   مؤلفان این مقاله رسیده است، این اسـت کـه بـه   

یابی مثلثاتی و نمایی اي، از توابع درونیابی چند جملهتوابع درون
براي محاسبه ماتریس سختی و ماتریس جرم جزء محدود استفاده 

هـاي معادلـه   شود. در حقیقت، این توابع مثلثاتی و نمایی، جـواب 
یفرانسیل حاکم بر ارتعاش آزاد تیرهـاي خمشـی داراي جـرم و    د

]. آرگومـان ایـن توابـع مثلثـاتی و     1باشند [الاستیسیته گسترده می
باشـد کـه بـا تغییـر ایـن      مـی  βنمایی شامل پارامتري موسـوم بـه   

تــوان اي مناســب و بــا گــامی مشــخص، مــیپــارامتر در محــدوده
هاي مختلف تیر خمشی منشوري مـورد مطالعـه   انستغییرات فرک
  رسم نمود. βرا بر حسب 

] یک نظریه عمومی براي محاسبه ماتریس سـختی  2بانرجی [
اي را ارائه نمـوده اسـت. او اذعـان داشـته     دینامیکی اعضاي سازه

است که اگر عبارات صریح تحلیلی براي عناصر ماتریس سـختی  
توانـد منجـر   هاي عددي استفاده شود، میجاي روشیکی بهدینام

تــوجهی در زمــان کــامپیوتر گــردد. چنــین جــویی قابــلبــه صــرفه
توان با استفاده از محاسبات نمادین به دست آورد. عباراتی را می

هاي او کاربرد ماتریس سختی دینامیکی را براي محاسبه فرکانس
است. روش ارائـه شـده   یک سازه مورد بحث و بررسی قرار داده 

] 4-3باشد و شامل هـیچ مثـالی نیسـت. ژنـگ [    توسط او کلی می
هـا ارائـه   یک نوع روش جدید عددي براي تحلیل ارتعاشی سازه

نموده است. او این روش را روش جـزء محـدود ترکیبـی نامیـده     

اسـت. در حقیقـت، او روش جـزء محـدود متعـارف را بـا نظریــه       
ب نموده است با این هـدف کـه   تحلیل کلاسیک ارتعاشات ترکی

پذیري روش اجزاي محدود متعـارف و هـم فـرم بسـته     هم تطبیق
بودن نظریه کلاسیک ارتعاشات مورد اسـتفاده قـرار گیـرد. او دو    

جـایی جـزء محـدود    نوع سیستم مختصات براي بیان میـدان جابـه  
مجزا شده ارائه نمود. دسته اول مختصات، تغییر مکـان گرهـی را   

و دسته دوم مختصات، درجـه آزادي میـدانی جـزء    شد شامل می
پذیري اي این بود که تطبیقمحدود بود. هدف از تغییر مکان گره
کار گرفته شـود و هـدف درجـه    روش اجزاي محدود متعارف به

آزادي میدانی این بود که میزان دقت بـالا رود. او ایـن دو دسـته    
یگر ترکیـب  ریتـز بـا یکـد    -مختصات را با استفاده از اصل رایلی

هـاي  هاي متعـددي را کـه شـامل محاسـبه    ] مثال4-3نمود. ژنگ [
اي و اعضاي خمشی منشوري بود، مورد هاي طبیعی میلهفرکانس

  بررسی قرار داد و میزان کارایی روش خود را ارزیابی نمود.
در روش اجزاي محـدود متعـارف بـراي مـدل کـردن تیرهـاي       

رتعـاش آزاد آنهـا از   هاي اخمشی منشوري جهت محاسبه فرکانس
 سـازي مـدل  شود. در ایناي درجه سه استفاده میتوابع شکل چندجمله

هر گـره داراي دو درجـه آزادي اسـت. یـک درجـه آزادي گـره،       
درجه آزادي انتقالی است که تغییر مکـان عمـود بـر محـور تیـر را      

دهد و درجه آزادي دیگـر، درجـه آزادي دورانـی اسـت.     نشان می
هاي ارتعاش تیر، لازم است که ت محاسبه فرکانسبراي افزایش دق

سـازي افـزایش   کار گرفتـه در مـدل  تعداد اجزاي محدود خمشی به
اي که وجـود دارد ایـن اسـت کـه بـا افـزایش تعـداد        اما نکته یابد؛

هاي مدهاي پایین تیر اجزاي محدود خمشی دقت محاسبه فرکانس
هاي بـالا داراي  هاي محاسـبه شـده مـد   یابد، اما فرکانسافزایش می

خمشـی منشـوري    مثـال، اگـر تیـر   عنـوان خطاي زیـادي هسـتند. بـه   
درجـه آزادي   10سازي شده بـه روش اجـزاي محـدود داراي    مدل

هاي مـدهاي ارتعاشـی اول و دوم   فعال باشد، خطاي نسبی فرکانس
بـه دســت آمـده از روش اجــزاي محـدود نســبت بـه مقــادیر دقیــق     

هاي مدهاي نهم و نسبی فرکانس متناظرشان ناچیز است، اما خطاي
دهم زیاد خواهد بود. در ایـن پـژوهش، از توابـع شـکل مثلثـاتی و      

اي اســتفاده شــده اســت. جــاي توابــع شــکل چنــد جملــهنمــایی بــه
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است. ایـن پـارامتر    βآرگومان این توابع شامل پارامتري موسوم به 
 )9ر خمشی است و توسـط رابطـه (  اي تیمتناسب با جذر فرکانس زاویه

اي مناسـب و  تعریف گردیده است. با تغییر این پارامتر در محـدوده 
هـاي مختلـف تیـر    تـوان تغییـرات فرکـانس   با گامی مشـخص، مـی  

ــر حســب    ــه را ب ــورد مطالع ــا بررســی   βخمشــی م رســم نمــود. ب
و نیـز بـا داشـتن     βهاي مختلف تیر بر حسـب  نمودارهاي فرکانس

اي کـه بـا روش اجـزاي محـدود متعـارف بـه       هاي تقریبیفرکانس
هاي تیـر را  توان فرکانسآید و مقایسه آنها با یکدیگر میدست می

با دقت بـالاتري بـه دسـت آورد. ایـن روش مکمـل روش اجـزاي       
تــر توانــد منجــر بــه شناســایی دقیــقمحــدود متعــارف اســت و مــی

ــهرکــانسف آمــده از روش اجــزاي محــدود متعــارف  دســتهــاي ب
هاي مدهاي ارتعاشی بالاي تیر) گردد. در ایـن  (مخصوصاً فرکانس

مثـال،  عنوانبه شود.روش از حداقل جزء محدود ممکن استفاده می
توان بـا اسـتفاده از فقـط    اي، میبراي یک تیر خمشی منشوري طره

د آن را بـا دقـت خیلـی    فرکانس ارتعاش آزا 10یک جزء خمشی، 
  خوبی محاسبه کرد.

هاي بعدي مقاله، ابتدا حل تحلیلی معـادلات حـاکم بـر    در بخش
ارتعاش آزاد تیرهاي منشوري خمشی داراي جرم و سـختی گسـترده   

یابی درجه سوم کـه در روش  شود. سپس توابع درونتوضیح داده می
   داده گیرنـد، شـرح   اجزاي محدود متعـارف مـورد اسـتفاده قـرار مـی     

یـابی پیشـنهاد شـده در ایـن مقالـه      شوند و به دنبال آن توابع درونمی
گردند. در آخر، روش ابتکـاري ارائـه شـده در ایـن مقالـه      معرفی می

تفصـیل  هاي طبیعـی سـه نـوع تیـر منشـوري بـه      براي محاسبه فرکانس
  هاي لازم گرفته خواهد شد.گیريتوضیح داده خواهد شد و نتیجه

  

  ي گستردههاي داراي جرم و الاستیسیتهستمبررسی سی - 2
معادلات حاکم بر ارتعاش آزاد تیرهـاي خمشـی داراي    - 1- 2

  جرم و سختی گسترده
) یک تیر خمشی تحت بارگذاري دینامیکی نشـان  1در شکل (

وارده نسـبت بـه مکـان و زمـان      p(x,t)داده شده است. بارگـذاري  
  .کندتغییر می

نهایـت درجـه آزادي اسـت، در    بی با توجه به اینکه، تیر داراي
را  ϕ(x)و شکل مـد ارتعاشـی   ω نهایت فرکانس طبیعینتیجه، بی
ــر   مــی ــراي حالــت خــاص یــک تی ــراي آن متصــور شــد. ب ــوان ب ت

EI(x)یکنواخــت کــه   EI=  وm(x) m= 1عادلــه (باشــد، م (
  :حاصل خواهد شد

)1  (                                   IV 2EIφ ω mφ 0(x) (x)− =  

)2  (                                          IV 4φ β 0(x) φ(x)− =  

  که 

)3  (                                                      
2

4 ω mβ
EI

=  

  ]:1) عبارت است از [2باشد. جواب عمومی معادله (می
)4  (           βx βx

1 2 3 4φ(x) C sinβx C cosβx C e C e−= + + +  

و  1C،2C،3Cو چهـار ضـریب ثابـت     β این جواب شامل پـارامتر 
4C باشـد. بـا اعمـال چهـار     ) مجهول هسـتند، مـی  4ي (که در معادله

شرط مرزي براي یک تیر یک دهانه (دو شـرط در هـر انتهـاي تیـر)     
به دسـت   4Cو  1C،2C،3C چهار معادله برحسب ضرایب مجهول

بـا نوشـتن    باشـد. آید که مقادیر ثابت این معادلات برابر صفر مـی می
دترمینـان  دادن صورت ماتریسی و با صـفر قـرار  این چهار معادله به

  
سیستم با جرم و الاستیسیته گسترده. ):1(شکل 
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کـه یـک مـاتریس     4Cو  1C،2C،3C ماتریس ضرایب مجهـول 
ي فرکـانس تیـر بـه دسـت     ي مشخصـه چهار در چهار است، معادله

 - ي جبريي فرکانس معمولاً یک معادلهي مشخصهآید. معادلهمی
هاي عددي به دسـت آورده  هاي آن با روشمثلثاتی است که ریشه

)، متناسـب بـا جـذر     3ي (که مطابق با رابطه βnند و پارامتر شومی
nω   گـردد. بـا جایگـذاري   تیر مورد نظر است حاصـل مـیβn  در

 4Cبرحسب ضریب   3Cو 1C،2Cماتریس ضرایب، سه ضریب 
گردد. ام تیر نیز مشخص میiآیند و شکل مد ارتعاشی به دست می

باشـد. در  از صفر می شامل هر عددي غیر 4Cبدیهی است ضریب 
اسـاس   تیـر مـورد نظـر بـر    روابط ارائه شده شـرایط مـرزي مکـانی    

اساس  گاهی و شرایط مرزي زمانی تیر مورد نظر نیز برشرایط تکیه
مثال، براي تیر دو سر عنوانگردد. بهشرایط بارگذاري آن تعیین می
)، شرایط مرزي مکانی در این تیر 1ساده نشان داده شده در شکل (

xاسـاس   بر xو =0 L=      در نظـر گرفتـه شـده اسـت. همچنـین ،
اي اسـت کـه تغییـر مکـان و لنگـر      گونـه شرایط مرزي زمانی نیز بـه 
ها در دو انتهاي تیر برابر صفر است کـه  خمشی به ازاي تمامی زمان

بـه چهـار معادلـه     گـاهی منجـر  بر این اساس و با اعمال شروط تکیه
(0) 0ϕ = ،(0) 0′′ϕ = ،(L) 0ϕ (L)و  = 0′′ϕ ــی = ــردد. مـ گـ

ي فرکـانس برابـر بـا    ي مشخصـه براي این تیر دو سر سـاده، معادلـه  
1C sin L 0β آیــد کــه بــا اســتفاده از ایــن رابطــه بــه دســت مــی =

 n = ,1 … ,3 ,2صـورت  هـاي ارتعاشـی طبیعـی آن بـه    فرکـانس 
2 2 2

nω n π L EI m= آیـد. نکتـه قابـل ذکـر ایـن      دست مـی به
صورت ابتکـاري در  اي بهیابیاست که مؤلفان این مقاله، تابع درون

تفصـیل شـرح داده   بـه  3اند کـه ایـن موضـوع در بخـش     نظر گرفته
  خواهد شد.

  

درجــات آزادي جــزء محــدود تیــر خمشــی و توابــع  - 2- 2
  یابی مربوط به آنندرو

اخـذ گردیـده اسـت. یـک      ]6- 5، 1مطالب این بخش از مراجع [
 ، جـرم بـر واحـد طـول    Lجزء محدود تیرخمشـی مسـتقیم بـه طـول    

m(x) و سختی خمشیEI(x) ) 1) مفروض است. 2مطابق شکلu 
هاي عرضی دو گره انتهایی جـزء محـدود خمشـی    مکان تغییر 3uو 

باشـد.  می هاي دو گره انتهایی جزء محدوددوران 4uو  2uاست و 
  .الف) نشان داده شده است - 2این درجات آزادي در شکل (

کان هر نقطه دلخواه از این جزء محدود توسط رابطـه  تغییر م
  :گرددزیر به چهار درجه آزادي آن مربوط می

)5  (                                      
4

i i
i 1

u(x, t) u (t)ψ (x)
=

= ∑  

iψکه تابع (x)     عبارت است از تغییر مکان ناشـی از تغییـر مکـان
جزء محدود، وقتی سایر درجات آزادي آن بسته باشـد.   iuواحد

iψدر نتیجه، (x) کنددر شرایط مرزي زیر صدق می:  

)6      (

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

i 1: (0) 1,  (0) (L) (L) 0

i 2 : (0) 1, (0) (L) (L) 0

i 3 : (L) 1, (0) (0) (L) 0

i 4 : (L) 1, (0) (0) (L) 0

′ ′= ψ = ψ = ψ = ψ =

′ ′= ψ = ψ = ψ = ψ =

′ ′= ψ = ψ = ψ = ψ =

′ ′= ψ = ψ = ψ = ψ =

  

توانند هر شکل دلخواهی را داشته باشند، اما یابی میتوابع درون
صـورت  یابی به. هرگاه توابع درونباید شرایط مرزي را اقناع نمایند
  اي مکعبی در نظر گرفته شوند:زیر، به شکل یک چند جمله

)7                       (
2 3

i 1 2 3 4
x x xψ (x) a a a a
L L L

     = + + +     
     

  

  
 و (الف) درجات آزادي براي یک جزء محـدود تیـر خمشـی    ):2(شکل 

  .]1[ ايیابی چندجمله(ب) توابع درون
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توان براي هر یک از چهار مجموعه شـرایط  را می ia هايثابت
  :یابی زیر به دست آیند) تعیین کرد تا توابع درون6مرزي معادله (

)8                            (

2 3

1

2 3

2

2 3

3

2 3

4

x x(x) 1 3 2
L L

x x x(x) L 2L L
L L L

x x(x) 3 2
L L

x x(x) L L
L L

   ψ = − +   
   

     ψ = − +     
     

   ψ = −   
   

   ψ = − +   
   

  

  اند.ب) رسم گردیده - 2یابی فوق در شکل (توابع درون
  

  م جزء محدود تیر خمشیماتریس سختی و ماتریس جر - 3- 2
و سـختی   L یک جـزء محـدود تیـر خمشـی مسـتقیم بـه طـول       

) در نظر گرفته شده است. با اسـتفاده  1مطابق شکل ( EI(x) خمشی
  آید:دست میبه ijk از اصل تغییر مکان مجازي، معادله زیر براي

)9                                               (L

ij i j0
k EI ψ ψ d(x) (x) (x)′′= ′′∫  

EI(x) بــراي یــک جــزء محــدود خمشــی یکنواخــت بــا EI= 
صـورت تحلیلـی بـه دسـت آورد. بـا      توان به) را می9انتگرال معادله (

,iمحاســبه ایــن انتگــرال بــراي  j 1, ریس ســختی جــزء مــات =2,3,4
  آید:محدود به شکل زیر به دست می

)10                                       (
2 2

e 3

2 2

12 6L 12 6L
6L 4L 6L 2LEIk
12 6L 12 6LL

6L 2L 6L 4L

− 
 − =
 − − −
 

− 

  

خمشی یکنواخت  این ماتریس سختی براي یک جزء محدود
  باشد.هاي برشی میبدون در نظر گرفتن تغییرشکل

غییـر  هاي مـاتریس سـختی، بـا اسـتفاده از اصـل ت     مشابه درایه
هـاي مـاتریس جـرم بـا     گـردد کـه درایـه   مکان مجازي، ثابت می

  شود:استفاده از رابطه زیر محاسبه می

)11                                       (
 L

ij i j0
m m ψ ψ dx(x) (x) (x)= ∫  

هاي مـاتریس  ) براي به دست آوردن درایه11اگر در معادله (
 هـاي شود که با آنها درایـه  اي استفادهیابیجرم از همان توابع درون

انــد، مــاتریس حاصــله را شــده مــاتریس ســختی بــه دســت آورده

نامند. براي یک جـزء محـدود بـا جـرم     ماتریس جرم سازگار می
m(x) یکنواخت m= را 11هـاي مربـوط بـه رابطـه (    ، انتگـرال (

ترتیـب، مـاتریس   صورت تحلیلی محاسـبه کـرد. بـدین   توان بهمی
  گردد:صورت زیر حاصل میجرم سازگار جزء محدود به

)12                         (
2 2

e

2 2

156 22L 54 13L
22L 4L 13L 3LmLm
54 13L 156 22L420
13L 3L 22L 4L

− 
 − =
 −
 
− − − 

  

  

  یابی پیشنهاديمعرفی توابع درون - 3
اي کــه توســط مؤلفــان ایــن مقالــه پیشــنهاد یــابیتوابــع درون

طور کـه در ابتـداي   باشند. همانزیر میرابطه اند به شکل گردیده
قدمه ذکر گردیده است علت اسـتفاده از ایـن توابـع ایـن     بخش م

هاي معادله دیفرانسیل حاکم بر ارتعاش آزاد است که اینها جواب
  تیرهاي خمشی منشوري داراي جرم و الاستیسیته گسترده هستند:

)13         (
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

i 1:  ψ (0) 1,  ψ (0) ψ (L) ψ (L) 0

i 2 :  ψ (0) 1,  ψ (0) ψ (L) ψ (L) 0

i 3 :  ψ (L) 1,  ψ (0) ψ (0) ψ (L) 0

i 4 :  ψ (L) 1,  ψ (0) ψ (0) ψ (L) 0

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′

= = = = =

= = = = =

= = = = =

= = = = =

  

یــابی از مجمــوع توابــع گــردد ایــن توابــع درونملاحظــه مــی
 ،1C اند و داراي چهار ضریب ثابتثلثاتی و نمایی تشکیل شدهم

2C، 3C  4وC باشند. عـلاوه بـر ایـن، آرگومـان ایـن توابـع       می
تـوان  با مشخص بودن ایـن پـارامتر، مـی    است که βشامل پارامتر

2ω دست آورد.) به3ي (را با استفاده از رابطه  
1ψ پیشـنهادي ترتیـب توابـع   بـه  )6تا ( )3هاي (در شکل (x)، 

2ψ (x)، 3ψ (x)  4وψ (x)  براي  10و  5، 3، 1به ازاي مقادیرβ 
اند. طول جزء محـدود برابـر واحـد فـرض گردیـده      رسم گردیده

اي یـابی چنـد جملـه   ، توابـع درون هاشکلاست. همچنین، در این 
گـردد بـه   اند. مشـاهده مـی  متناظرشان نیز جهت مقایسه رسم شده

ــع درون   βازاي  ــین تواب ــا یــک، تفــاوت چنــدانی ب ــابی برابــر ب ی
اي وجـود نـدارد و عمـلاً    یابی چند جملـه درون پیشنهادي و توابع

، اخـتلاف  βبا افزایش مقدار اما ؛این دو تابع بر هم منطبق هستند
دي یـابی پیشــنها گـردد و توابـع درون  بـین ایـن دو تـابع زیـاد مــی    

  .آینددرمیموجدار  صورتبه
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هاي سختی و جـرم      )، ماتریس17) و (15با استفاده از روابط (
انـد. در ایـن   محاسـبه شـده   βبـراي   10و  5، 3، 1به ازاي مقادیر 

یـک فـرض    mو جرم واحد طـول  EIمحاسبات، سختی خمشی
   شده و طول جزء محدود نیز برابر با واحد در نظر گرفته شده است.

 
  

  

1 یابی پیشنهادينمودار تابع درون ):3( شکل xψ (   .اي متناظر با آنیابی چندجملههاي مختلف به همراه نمودار تابع درونβ به ازاي (
  

  

2 شنهاديیابی پینمودار تابع درون ):4( شکل xψ (  .اي متناظر با آنیابی چندجملههاي مختلف به همراه نمودار تابع درونβ به ازاي (
  

  

3 یابی پیشنهادينمودار تابع درون ):5( شکل xψ (  .اي متناظر با آنیابی چندجملههاي مختلف به همراه نمودار تابع درونβ به ازاي (
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4 یابی پیشنهادينمودار تابع درون ):6( شکل xψ (   .اي متناظر با آنیابی چندجملههاي مختلف به همراه نمودار تابع درونβ به ازاي (
  

 آمـده دستبهتریس سختی هاي متناظر مایهدرابه همراه  β هاي ماتریس سختی جزء محدود تیر خمشی به ازاي مقادیر مختلفقادیر درایه): م1( جدول
  .اياز توابع شکل چندجمله

β  11k  12k  13k  14k  22K  23k  24k  
33k  

34k  
44k  

1  0/12  0/6  0/12-  0/6  0/4  0/6-  0/2  0/12  0/6-  0/4  
3  4/15  7/6  9/8-  3/5  2/4  3/5-  9/1  4/15  7/6-  2/4  
5  2/2202  3/476  6/2158 8/461-  1/105  8/461  8/98-  2/2202  3/476-  1/105 

10  7/3138  6/322  6/1633  6/133-  1/38  6/133  4/10-  7/3138  6/322-  1/38  
  4  -6  4  2  -6  4  6  -12  6  12  ايتوابع شکل چندجمله

  
از  آمدهدستبههاي متناظر ماتریس سختی یهدرابه همراه  β جزء محدود تیر خمشی به ازاي مقادیر مختلف جرمهاي ماتریس قادیر درایه): م2( جدول

  .ايچندجمله توابع شکل
β  11m  12m  13m  14m  22m  23m  24m  

33m  
34m  

44m  

1  3/156  1/22  3/54  1/13-  0/4  1/13  0/3 -  3/165  1/22 -  0/4  
3  1/188  8/28  6/83  5/19-  4/5  5/19  4/4 -  1/188  8/28 -  4/5  
5  9/1269  4/260  7/1143 4/248-  2/55  4/248  8/53 -  9/1269  4/260 -  2/55 

10  0/201  3/16  7/118  6/10 -  5/1  6/10  9/0 -  0/201  3/16 -  5/1  
  4  -22  156  -3  13  4  - 13  54  22  156  ايتوابع شکل چندجمله

  شوند. 420) باید تقسیم بر عدد 2توجه: همه اعداد جدول ( *
  

هاي جرم ) براي ماتریس2) و (1ترتیب در جداول (نتایج حاصله به
ــا دقــت در ایــن جــداول، مشــاهده         و ســختی آورده شــده اســت. ب

=آمـده بـه ازاي   دستهاي جرم و سختی بهگردد ماتریسمی 1β 
یـابی  آمـده بـا اسـتفاده از توابـع درون    دسـت هاي بهعملاً با ماتریس

انـد، یکسـان   ) ارائـه گردیـده  18) و (16متعارف که توسط روابط (
 تـوان هاي سختی و جرم جزء محدود، مـی هستند. با داشتن ماتریس

ها را محاسبه کرد که این مقـادیر  مقادیر ویژه مربوط به این ماتریس
اي هستند. جزئیات کـار در  هاي زاویهویژه برابر با مجذور فرکانس

  تفصیل شرح داده شده است.بخش بعدي به
  

  تیرهاي خمشی مورد بررسی -4
در این بخش از مقاله، سه تیر منشـوري یـک دهانـه بـا شـرایط      

مورد بررسی قرار گرفته است. ابتدا، بـا اسـتفاده    گاهی مختلفتکیه
هاي دقیق این تیرها محاسبه شـده اسـت.   از روش تحلیلی، فرکانس

هـاي  سپس، با استفاده از روش اجزاي محـدود متعـارف، فرکـانس   
تقریبی آنها به دست آمده اسـت. در آخـر بـا روش ابتکـاري ارائـه      
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هـا شناسـایی شـده    هاي طبیعـی ایـن تیر  شده در این مقاله، فرکانس
  اند.است و با مقادیر دقیق و تقریبی متناظرشان مقایسه گردیده

  
  اي یکنواختتیر طره -4-1

) مفـروض  7اي یکنواخت نشان داده شده در شـکل ( تیر طره
و  m  ، جـرم واحـد طـول   EI است. این تیر داراي سختی خمشی

] معادله مشخصه فرکانسی ایـن  1باشد. در مرجع [می L نیز طول
1سیستم کـه برابـر بـا     cos Lcosh L 0+ β β  بـه دسـت  اسـت،   =

24آورده شده است که در آن  m / EIβ = ω باشد. با استفاده می
]، دوازده ریشـــه معادلـــه مشخصـــه MATLAB ]7افـــزار از نـــرم

 )3ده شد که مقادیر آن در جدول (فرکانسی این مدل به دست آور
آورده شده است. همچنین، با فرض اینکـه طـول تیـر و نیـز جـرم      

آن برابــر واحــد باشــد، مقــدار  EI واحــد طــول آن و همچنــین،
) اي تیرهـزاوی انسـرکـف )ω 4ه ـطبق رابطEI / mω = βبرراـ، ب  

ت نیز محاسـبه شـده اسـت و در    گردد که این کمیمی βمجذور 
  ) آورده شده است.3جدول (

  

  
  .اي با سختی و جرم یکنواختمدل تیر طره): 7شکل (

  

) ده فرکانس طبیعی ایـن مـدل کـه بـا اسـتفاده از      4در جدول (
 اي دقیـق ایـن  هروش اجزاي محدود متعارف به دست آمده با فرکانس

] اخـذ گردیـده   1مدل مقایسه شده است. این جدول عیناً از مرجع [
است. در روش اجزاي محدود از توابع شـکل معمـولی و متعـارف    

   شـود. بـا دقـت در ایـن جـدول، مشـاهده       اي استفاده مـی چند جمله
شود کـه بـا افـزایش تعـداد جزءهـاي محـدود، دقـت شناسـایی         می
  یابد.می زایشـاف دهاي پایینـم هايانسـها مخصوصاً فرکرکانسـف

  
  .اي با سختی و جرم یکنواختاي تیر طرهزاویه هايفرکانسهاي معادله مشخصه فرکانسی و ریشه): 3ل (جدو

  6  5  4  3  2  1  شماره
  2788/17  1372/14  9956/10  8532/7  6941/4  8751/1  ریشه

  5555/298  8594/199  9034/120  6728/61  0345/22  5160/3  ايفرکانس زاویه
  12  11  10  9  8  7  شماره
  1280/36  987/32  8451/29  7035/26  5619/23  4204/20  ریشه

  2550/1305  124/1088  8318/890  0789/713  1652/555  9908/416  ايفرکانس زاویه
  

  .]1[اي یکنواخت دقیق تیر طره هايفرکانسمتعارف با  اجزاي محدوداز روش  آمدهدستبه هايفرکانسمقایسه ): 4جدول (
  شماره
  مود

  هايفرکانس  )eNتعداد اجزاي محدود (
  5  4  3  2  1  دقیق

1  53273/3 51772/3  51637/3  51613/3  51606/3 51602/3  
2  8069/34  2215/22  1069/22  0602/22 0455/22 0345/22  
3  --------  1571/75  4659/62  1749/62 9188/61 6972/61  
4  --------  1380/218  671/140  657/122  320/122  902/120  
5  --------  --------  743/264  137/228  020/203  860/199  
6  --------  --------  796/527  390/366  273/337  556/298  
7  --------  --------  --------  849/580  264/493  991/416  
8  --------  --------  --------  051/953  341/715  165/555  
9  --------  --------  --------  --------  20/1016  079/713  

10  --------  --------  --------  --------  88/1494  732/890  
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از روش  آمـده دسـت بـه  هـاي فرکـانس نکته دیگر این اسـت کـه   
دقیـق مـدل    هـاي فرکـانس از  تـر بـزرگ همـواره   اجزاي محـدود 

باشد خطاي می 5ر براب اجزاي محدودهستند. در حالتی که تعداد 
نســـبت بـــه  اجـــزاي محـــدودحاصـــل از روش  هـــايفرکـــانس
، 001/0ترتیب شماره مد مقـادیر  دقیق متناظرشان به هايفرکانس

و  51/42، 85/28، 29/18، 97/12، 58/1، 17/1، 36/0، 05/0
حاصل  هايفرکانسشود خطاي درصد است. مشاهده می 83/67

   الاتر از آن، بیشـتر از براي مـد ششـم و ب ـ   اجزاي محدوداز روش 
درصد است و بیشترین خطا مربوط به فرکانس مد دهم اسـت   10

  .باشددرصد می 83/67که برابر 

ــه، تیــر طــره  اي در روش ابتکــاري مطــرح شــده در ایــن مقال
یکنواخت مورد بحث با یک جزء محدود مدل گردیـد و مطـابق   

) بــراي آن یــک درجــه آزادي انتقــالی و یــک درجــه  7شــکل (
یـابی  ادي دورانی در نظر گرفته شد. با اسـتفاده از توابـع درون  آز

هـاي سـختی و   جدیدي که در بخش قبل معرفی گردید، ماتریس
هاي مختلـف محاسـبه شـد و بـا توجـه بـه       βجرم این تیر به ازاي

، این مدل داراي دو درجه آزادي اجزاي محدوداینکه از دیدگاه 
ــت، د  ــال اس ــال،    فع ــات آزادي غیرفع ــذف درج ــا ح ــه، ب ر نتیج

 بـه دسـت  مشخص  βبه ازاي هر 2×2هاي سختی و جرم ماتریس
اول و دوم این تیر بـه   هايفرکانسها، آمد. با داشتن این ماتریس

ــکل (   βازاي ــد. در ش ــبه گردی ــف محاس ــاي مختل ــودار 8ه ) نم
تا  1/0از  βفرکانس اول و دوم این سیستم به ازاي تغییرتغییرات 

  .رسم گردیده است 001/0با افزایش  40

ــانس اول   ــودار فرک )1نم )ω    ــا ــر ب ــی براب ــیمم مطلق داراي مین
رادیان بر ثانیه است که این عدد تا چهار رقم اعشار برابر با  5160/3
طـور مشـابه، نمـودار    باشـد. بـه  نس دقیق مد اول این سیستم میفرکا

)2فرکانس دوم  )ω  رادیـان   0345/22داراي مینیمم مطلقی برابر با
بر ثانیه است که این عدد نیز تا چهار رقم اعشـار برابـر بـا فرکـانس     

ــر مــی  ــن تی ــد دوم ای ــین، مشــاهده مــی دقیــق م شــود باشــد. همچن
هاي اول و دوم این تیـر در بتاهـاي خاصـی بـه     هاي فرکانسنمودار

دیگر، بتاهایی وجود دارد کـه بـه ازاي   عبارتیرسند. بهیکدیگر می
شود آن بتاها مقادیر فرکانس اول و دوم این تیر با یکدیگر برابر می

که در حقیقت، در این حالت مقدار فرکـانس اول یـا دوم برابـر بـا     
طریـق  باشد. در نتیجه، بـدین اي میر طرهفرکانس ارتعاش طبیعی تی

هاي طبیعی مدهاي بالاتر سیستم را شناسایی نمود. توان فرکانسمی
هاي بالاتر سیستم این است کـه مقـادیر   راه دیگر شناسایی فرکانس

ــه ازاي آن بتاهــا فرکــانس اول و دوم سیســتم یکــی        بتاهــایی کــه ب
2گردد بـه دسـت آورده شـود و طبـق رابطـه      می EI / mω = β ،

مقدار فرکانس ارتعاش طبیعی مربوط بـه آن بتـا محاسـبه شـود. در     
ــایی      ــایج شناس ــت و نت ــده اس ــاذ گردی ــن روش اتخ ــال، ای ــن مث ای

هاي هاي مدهاي سوم تا دوازدهم به همراه مقادیر فرکانسفرکانس
  ) آورده شده است.5اول و دوم در جدول (

سایی شده مدهاي سوم تا دوازدهم شنا هايفرکانسبا مقایسه 
ــا  ــانسب ــايفرک ــدول (   ه ــه در ج ــان ک ــق متناظرش        ) آورده 3دقی

ها در حد اعشـار دوم  شود اختلاف فرکانسمشاهده می که شده 
ــوده و ــاچیز و قابــل   ب کــردن اســت.  نظــرصــرفایــن اخــتلاف ن

  

  

 .40تا  1/0از  βه ازاي تغییرات اي یکنواخت ب): نمودار تغییرات فرکانس اول و دوم تیر طره8شکل (
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توان تنها بـا یـک   در حقیقت، با استفاده از این روش ابتکاري می
ارتعـاش طبیعـی ایـن تیـر را بـا دقـت        هايفرکانسجزء محدود، 
 اجـزاي محـدود  روش  بـرخلاف آورد و  بـه دسـت  خیلی بـالایی  

یابد متعارف، خطاي شناسایی فرکانس مدهاي بالاتر افزایش نمی
نسـبی و درصـدي محاسـبه شـود، ایـن خطـا        صـورت بهگر بلکه ا

  .کندکاهش نیز پیدا می

  
  سر مفصل یکنواختیک-سر گیردارتیر یک -4-2

سر مفصل یکنواخت نشـان داده شـده   یک- سر گیردارتیر یک
، EI ) را در نظر بگیرید. این تیر داراي سختی خمشـی 9در شکل (

باشد. توسط نویسـندگان ایـن   می L نیز طول و mجرم واحد طول 
مقاله ثابت گردیده است که معادله مشخصه فرکانسی ایـن سیسـتم   

sinبرابر با  Lcosh L sinh Lcos L 0β β − β β است کـه در آن   =
24 m / EIβ = ω  افــزار باشـد. بـا اسـتفاده از نـرم    مـیMATLAB ،

 له مشخصه فرکانسی این مدل به دست آورده شددوازده ریشه معاد
  ) آورده شده است. 6که مقادیر آن در جدول (

   

  
  .سر مفصل با سختی و جرم یکنواختیک- سر گیردار): مدل تیر یک9شکل (

اینکه طـول تیـر و نیـز جـرم واحـد طـول آن و       همچنین، با فرض 
اي تیـر  د، مقدار فرکـانس زاویـه  آن برابر واحد باش EIهمچنین، 

( )ω  4طبق رابطهEI / mω = β برابر مجذور ،β گردد که می
ت نیز محاسبه شده و در جدول ( آورده شده است.6این کمی (  

 ) یازده فرکانس طبیعی این مدل که با استفاده از7در جدول (
روش اجــزاي محــدود متعــارف بــه دســت آمــده اســت، بــا        

هاي دقیق این مدل مقایسه شـده اسـت. بـا دقـت در ایـن      فرکانس
شود که با افزایش تعـداد جزءهـاي محـدود،    می جدول، مشاهده

هـاي مـدهاي پـایین    ها مخصوصاً فرکانسدقت شناسایی فرکانس
ــی ــزایش م ــانس   اف ــن اســت کــه فرک ــه دیگــر ای ــد. نکت ــاي یاب ه

ــه ــزرگ ســتدب ــر از آمــده از روش اجــزاي محــدود همــواره ب ت
هـاي دقیـق مـدل هســتند. در حـالتی کـه تعـداد اجــزاي       فرکـانس 

هـاي حاصـل از روش   باشـد خطـاي فرکـانس   مـی  6محدود برابر 
هـاي دقیـق متناظرشـان    اجزاي محدود متعارف نسبت به فرکانس

ــه ــادیر  ب  ،77/2 ،46/1 ،54/0 ،13/0 ،013/0ترتیــب شــماره مــد مق
ــت.   80/40و  77/40 ،10/31 ،38/21 ،14/14 ،13/11 ــد اس درص

هـاي حاصـل از روش اجـزاي    شـود خطـاي فرکـانس   مشاهده می
محدود براي مد ششم و بالاتر از آن، بیشتر از ده درصـد اسـت و   
   بیشترین خطـا مربـوط بـه فرکـانس مـد یـازدهم اسـت کـه برابـر         

  باشد.درصد می 80/40
  

  .اي یکنواخت با استفاده از روش ابتکارياي شناسایی شده تیر طرههزاوی هاي): فرکانس5(جدول 
  6  5  4  3  2  1  مود

  5638/298  8548/199  9010/120  6853/61  0345/22  5160/3  فرکانس
  12  11  10  9  8  7  مود

  2320/1305  1420/1088  7240/890  0769/713  1678/555  9764/416  فرکانس
  

  .سر مفصل با سختی و جرم یکنواختیک- سرگیرداراي تیر یکزاویه هايفرکانسرکانسی و هاي معادله مشخصه فریشه): 6(جدول 
  6  5  4  3  2  1  شماره

  6350/19  4934/16  3518/13  2102/10  0686/7  9266/3  ریشه
  5314/385  0310/272  2697/178  2477/104  9649/49  4182/15  ايفرکانس زاویه
  12  11  10  9  8  7  شماره
  4850/38  3430/35  2010/32  0597/29  9181/25  7765/22  ریشه

  0580/1481  1220/1249  9250/1036  4680/844  7499/671  7711/518  ايفرکانس زاویه
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  .سر مفصل یکنواختیک - سرگیرداردقیق تیر یک هايفرکانسمتعارف با  اجزاي محدوداز روش  آمدهدستبه هايفرکانسمقایسه ): 7( جدول 
  شماره
  مود

  هايفرکانس  )eNزاي محدود (تعداد اج  
  6  5  4  3  2  1  دقیق

1  4939/20  5608/15  4485/15  4279/15  4222/15  4202/15  4182/15  
2  --------  4060/58  8381/50  2766/50  0968/50  0295/50  9649/49  
3  --------  6391/155  4658/118  5969/106  3643/105  8099/104  2477/104  
4  --------  --------  8472/227  1758/200  8484/182  8799/180  2697/178  
5  --------  --------  4985/403  3596/326  4949/303  5707/279  0310/272  
6  --------  --------  --------  0772/521  1932/448  4287/428  5314/385  
7  --------  --------  --------  3962/754  5946/655  1115/592  7711/518  
8  --------  --------  --------  --------  6846/933  3730/815  7499/671  
9  --------  --------  --------  --------  2940/1206  1200/1107  4680/844  

10  --------  --------  --------  --------  --------  7290/1459  9250/1036  
11  --------  --------  --------  --------  --------  7280/1758  1220/1249  

  

  
  .40تا  1/0از  βسر مفصل به ازاي تغییرات یک- سرگیردارنمودار تغییرات فرکانس اول تیر یکنواخت یک): 10(شکل 

  

ــک    ــر ی ــه، تی ــن مقال ــده در ای ــه ش ــاري ارائ ــر در روش ابتک س
سر مفصـل مـورد بحـث بـا یـک جـزء محـدود مـدل         یک- گیردار

گردید. طـول تیـر برابـر واحـد فـرض شـد. همچنـین، جـرم واحـد          
آن نیـز برابـر یـک در نظـر گرفتـه شـد. بـا اسـتفاده         EIطول آن و 
ــد،  از تــابع درون یــابی جدیــدي کــه در بخــش قبــل معرفــی گردی

ــر   ــن تی )1فرکــانس اول ای )ω  ــه ازاي ــبه  βب هــاي مختلــف محاس
یــرات فرکــانس اول ایــن تیــر  بــه  ) نمــودار تغی10شــد. در شــکل (

1( )ω ازاي تغییـــرβ  رســـم  001/0بـــا افـــزایش   40تـــا  1/0از
گردیـده اســت. لازم بـه ذکــر اسـت چــون ایـن تیــر بـا یــک جــزء      

ــه    ــال شــرایط تکی ــدل شــده اســت، پــس از اعم گــاهی محــدود م

ــراي آ   ــی ب ــا یــک درجــه آزادي دوران ــده اســت و  تنه ــاقی مان ن ب
  لذا تنها فرکانس اول آن محاسبه شده است.

ــتم     ــن سیسـ ــانس اول ایـ ــرات فرکـ ــودار تغییـ )1نمـ )ω  ــر بـ
ــکل ( βحســب  ــودار    10در ش ــن نم ــت. ای ــده اس ــان داده ش ) نش

ــا   ــر ب ــیمم مطلقــی براب ــه اســت   4182/15داراي مین ــر ثانی ــان ب رادی
صـورت تحلیلـی   ه بـا مقـدار دقیـق فرکـانس اول سیسـتم کـه بـه       ک

ــا چهــار رقــم اعشــار کــاملاً یکســان و برابــر   بــه دســت مــی آیــد ت
هـــاي محلـــی دیگـــر ایـــن نمـــودار نیـــز اســـت. مقـــادیر مینـــیمم

هــاي و همچنــین مقــادیر فرکــانساســتخراج گردیــد. ایــن مقــادیر 
    .قید شده است) 8در جدول (ها تحلیلی متناظر این مینیمم



 د محمدرضا حسنی و بابک تقويمسعود محمودآبادي، سی                                                                                                                                          

1401 پاییز، سوم، شماره نهمسال    106  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  

  .سر مفصل و مقادیر تحلیلی متناظر آنهایک-سرگیردارهاي فرکانس اول تیر یکنواخت یکمقادیر مینیمم): 8(جدول 
  ششم  پنجم  چهارم  سوم  دوم  اول  شماره اکسترمم
  5314/385  0310/272  2697/178  2477/104  9649/49  4182/15  مقدار مینیمم
  5314/385  0310/272  2697/178  2477/104  9649/49  4182/15  مقدار تحلیلی
  دوازدهم  یازدهم  دهم  نهم  هشتم  هفتم  شماره اکسترمم
  0580/1481  1220/1249  925/1036  4680/844  7500/671  7711/518  مقدار مینیمم
  0580/1481  1220/1249  925/1036  4680/844  7499/671  7711/518  مقدار تحلیلی

  
  .تیر دو سر آزاد با سختی و جرم یکنواخت صفر غیراي زاویه هايفرکانسو هاي معادله مشخصه فرکانسی ریشه): 9(جدول 

  6  5  4  3  2  1  شماره

  4204/20  2788/17  1372/14  9956/10  8532/7  7300/4  ریشه
  9908/416  5555/298  8594/199  9034/120  6728/61  3733/22  ايفرکانس زاویه
  12  11  10  9  8  7  شماره
  2699/39  1283/36  9867/32  8451/29  7035/26  5619/23  ریشه

  1261/1542  2553/1305  1242/1088  7318/890  0789/713  1652/555  ايفرکانس زاویه
  

شـود کـه مقـادیر مینـیمم     ) مشـاهده مـی  8با دقـت در جـدول (  
هــاي اول سیســتم بــا مقــادیر دقیــق و تحلیلــی متناظرشــان  فرکــانس

س هشـتم  تا چهار رقـم اعشـار کـاملاً یکسـان هسـتند. فقـط فرکـان       
اخــتلاف  0001/0شناســایی شــده بــا مقــدار تحلیلــی آن بــه انــدازه 

ــی ــه، مــ ــتم،   دارد. در نتیجــ ــن سیســ ــراي ایــ ــوان گفــــت بــ تــ
ــانس ــانس   فرک ــا فرک ــده ب ــایی ش ــاي شناس ــتم  ه ــق سیس ــاي دقی ه

کـــاملاً یکســـان اســـت و در حقیقـــت، ایـــن روش همـــان روش  
ــدودي در      ــزاي مح ــورت اج ــکل و ص ــه ش ــه ب ــت ک ــی اس تحلیل

  آمده است.
  

  تیر دو سر آزاد یکنواخت - 3- 4
ــکل (     ــده در ش ــان داده ش ــت نش ــر آزاد یکنواخ ــر دو س ) 11تی

، جــرم EI را در نظــر بگیریــد. ایــن تیــر داراي ســختی خمشــی     
باشـد. توسـط نویسـندگان ایـن     مـی  L و نیـز طـول   m واحد طـول 

ــن     مق ــه مشخصــه فرکانســی ای ــه معادل ــده اســت ک ــت گردی ــه ثاب ال
ــا   ــر بـ ــتم برابـ cosسیسـ Lcosh L 1 0β β − ــه در آن   = ــت کـ اسـ

24 m / EIβ = ω ــی ــرم م ــتفاده از ن ــا اس ــزار باشــد. ب  MATLABاف
دوازده ریشــه معادلــه مشخصــه فرکانســی ایــن مــدل بــه دســت        

رده شـــده اســـت. ) آو9آورده شـــد کـــه مقـــادیر آن در جـــدول ( 

همچنــین، بــا فــرض اینکــه طــول تیــر و نیــز جــرم واحــد طــول آن و 
اي تیــر آن برابــر واحــد باشــد، مقــدار فرکــانس زاویــه EIهمچنــین،

( )ω  ــه ــق رابط 4EIطب / mω = βــر مجــذور ــی β، براب ــردد م گ
ــز محاســبه شــده اســت و در جــدول (   ــت نی آورده 9کــه ایــن کمی (

  شده است.
  

  
  مدل تیر یکنواخت دو سر آزاد.): 11( شکل

  

صـفر ایـن مـدل کـه بـا       ) ده فرکانس طبیعـی غیـر  10در جدول (
استفاده از روش اجزاي محـدود متعـارف بـه دسـت آمـده اسـت، بـا        

دقـت در ایـن   هاي دقیـق ایـن مـدل مقایسـه شـده اسـت. بـا        فرکانس
شود که با افزایش تعداد جزءهاي محـدود دقـت   جدول، مشاهده می
هـاي مـدهاي پـایین افـزایش     ها مخصوصاً فرکانسشناسایی فرکانس

آمـده از روش  دستهاي بهیابد. نکته دیگر این است که فرکانسمی
هاي دقیـق مـدل هسـتند.    تر از فرکانساجزاي محدود همواره بزرگ

ــالتی ــدا در ح ــه تع ــر   ک ــدود براب ــزاي مح ــی 5د اج ــاي  م ــد خط باش
  اصل از روش اجزاي محدود متعارف نسبت بهـاي حـهانسـرکـف
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.دقیق تیر دو سر آزاد یکنواخت هايفرکانسمتعارف با  اجزاي محدوداز روش  آمدهدستبه صفر غیر هايفرکانسمقایسه ): 10( جدول 
  شماره
  مود

  هايفرکانس  )eNتعداد اجزاي محدود (
  5  4  3  2  1  یقدق

1  8328/26  4232/22  4348/22  3976/22  3841/22  3733/22  
2  6515/91  1775/70  9923/61  0568/62  8693/61  6728/61  
3  --------  4799/175  9735/135  8603/121  0693/122  9034/120  
4  --------  3482/280  0758/244  2913/223  8511/201  8594/199  
5  --------  --------  6179/472  6229/349  1715/332  5555/298  
6  --------  --------  3895/581  2380/542  2103/478  9908/416  
7  --------  --------  --------  9629/902  1081/682  1652/555  
8  --------  --------  --------  9223/996  4983/964  0789/713  
9  --------  --------  --------  --------  4981/1455  7318/890  

10  --------  --------  --------  --------  2983/1529  1242/1088  
  

  
  .40تا  1/0از  βنمودار تغییرات فرکانس اول، دوم، سوم و چهارم تیر یکنواخت دو سر آزاد به ازاي تغییرات ): 12(شکل 

  

، 048/0 ترتیب شماره مد مقـادیر هاي دقیق متناظرشان بهفرکانس
و  40/63، 26/35، 87/22، 68/14، 26/11، 00/1، 96/0، 32/0
هاي حاصل شود خطاي فرکانسمشاهده میدرصد است.  54/40

از روش اجزاي محدود براي مد پنجم و بالاتر از آن، بیشتر از ده 
درصد است و بیشترین خطا مربوط به فرکانس مد نهم اسـت کـه   

  باشد.درصد می 40/63برابر با 
در این مقاله، تیر دو سـر آزاد مـورد    در روش ابتکاري ارائه شده

هـاي قبلـی، طـول    مانند مـدل  بحث با یک جزء محدود مدل گردید؛
 EIو  mتیر برابر واحد فرض شد. همچنین، جرم واحـد طـول آن،   

بی یـا آن نیز برابر یک در نظـر گرفتـه شـد. بـا اسـتفاده از توابـع درون      

ــد، فرکــانس         هــاي اول، جدیــدي کــه در بخــش قبــل معرفــی گردی
هاي مختلـف محاسـبه شـد. در    βسوم و چهارم این تیر به ازايدوم، 

ــکل ( ــانس اول    )12ش ــرات فرک ــودار تغیی )1نم )ω ــانس دوم ، فرک
2( )ω  3، فرکانس سـوم( )ω   4و فرکـانس چهـارم( )ω     ایـن تیـر بـه

  رسم گردیده است. 001/0با افزایش  40تا  1/0از  βازاي تغییر 
شود که ) دیده می12با مشاهده نمودارهاي رسم شده در شکل (

هاي کوچـک تقریبـاً برابـر بـا     هاي اول و دوم براي بتامقادیر فرکانس
صفر است که این موضوع ناشی از ایـن مسـئله اسـت کـه تیـر مـورد       
هاي بررسی داراي دو مد حرکتی صلب است. مقادیر مینیمم فرکانس

   ،7141/3× 10- 6، 6502/5 ×10- 7ادیر ـترتیب مقبه ارمـتا چه اول
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  .م تیر یکنواخت دو سر آزاد و مقادیر میانگین آنهاهاي محلی فرکانس دوم و سوها و مینیممماکزیمم): 11( جدول
  ششم  پنجم  چهارم  سوم  دوم  اول  شماره اکسترمم

  9560/416  5461/298  8456/199  8970/120  6665/61  3724/22  ماکزیمم
  0097/417  5816/298  8639/199  9133/120  6744/61  3734/22  مینیمم
  9829/416  5639/298  8548/199  9052/120  6705/61  3729/22  میانگین

  9908/416  5555/298  8594/199  9034/120  6728/61  3733/22  مقادیر دقیق
  0019/0  0028/0  0023/0  0015/0  0037/0  0017/0  قدر مطلق خطا (درصد)

  دوازدهم  یازدهم  دهم  نهم  هشتم  هفتم  شماره اکسترمم
  1100/1542  1630/1305  0890/1088  7025/890  0386/713  1615/555  ماکزیمم
  1560/1542  3020/1305  1960/1088 7459/890  1258/713  1743/555  مینیمم
  1330/1542  2330/1305  1430/1088  7242/890  0822/713  1679/555  میانگین

  1260/1542  2550/1305  1240/1088  7318/890  0789/713  1652/555  مقادیر دقیق
  0004/0  0017/0  0017/0  0008/0  0004/0  0005/0  قدر مطلق خطا (درصد)

  

رادیان بر ثانیه است. مقادیر دقیق فرکـانس اول   1927/75و  3734/22
رادیـان   6728/61و  3733/22ترتیب مقادیر و دوم غیر صفر این تیر به

شود فرکانس اول غیر صفر شناسایی شده باشد. ملاحظه میبر ثانیه می
یـر  همخوانی خیلی خوبی با مقدار دقیق آن دارد ولی فرکـانس دوم غ 

عنـوان فرکـانس دوم تیـر در نظـر گرفـت. بـراي       توان بـه صفر را نمی
هاي نسبی فرکانس دوم هاي بالاتر، مقادیر ماکزیممشناسایی فرکانس

2( )ω  3هـاي نسـبی فرکـانس سـوم     و مقادیر مینـیمم( )ω  عنـوان  بـه
هـا  هـا و مینـیمم  و ایـن مـاکزیمم  هاي طبیعی تیر تلقی گردید فرکانس

عنوان فرکانس طبیعی تیر در نظـر  شناسایی گردیدند و میانگین آنها به
      گرفته شد و این مقـادیر بـا مقـادیر دقیـق متناظرشـان مقایسـه گردیـد        

) آورده شـده اسـت. بـا دقـت در ایـن      11که نتـایج کـار در جـدول (   
فرکـانس و مقـادیر    شود اختلاف بین مقادیر دقیقجدول، مشاهده می

مطلـق خطـا    شناسایی شده متناظرش بسیار ناچیز است و حداکثر قـدر 
  باشد.درصد می 0037/0

  
  گیريبحث و نتیجه - 5

ــع درون   ــتفاده از تواب ــا اس ــژوهش، ب ــن پ ــدي  در ای ــابی جدی ی
کـه متشــکل از مجمــوع توابــع سینوسـی، کسینوســی و نمــایی بــود   

ــل دقیــ ـ    ــه از حـ ــلات آن برگرفتـ ــت جمـ ق معادلـــه و در حقیقـ
هـاي سـه   دیفرانسیل حـاکم بـر ارتعـاش آزاد تیرهـا بـود، فرکـانس      

ــد.     ــت آورده شــ ــه دســ ــت بــ ــی یکنواخــ ــر خمشــ ــدل تیــ       مــ

هــایی کــه از ایــن روش بــه دســت آمــد در اکثــر مــوارد  فرکــانس
ــا مقــادیر دقیــق فرکــانس  هــاي متنــاظر آن تیــر اخــتلاف نــاچیزي ب

ت داشـــت، امـــا چـــون در ایـــن روش بایـــد نمـــودار تغییـــرا      
اي مناســب هــاي مختلــف تیــر بــه ازاي تغییــر بتــا در بــازهفرکــانس

ــونگی        ــه چگ ــه ب ــا توج ــردد و ب ــم گ ــخص، رس ــامی مش ــا گ و ب
هـــاي ارتعـــاش طبیعـــی تیـــر اســـتخراج  تغییـــرات آن، فرکـــانس

ــتن      ــین داشـ ــی و همچنـ ــاوت مهندسـ ــه قضـ ــاج بـ ــردد، احتیـ گـ
ــق فرکــانس جــواب ــل  هــاي دقی ــا لااق ــر و ی هــاي ارتعــاش آزاد تی

 ــ ــتن فرک ــزاي    انسداش ــه از روش اج ــت ک ــر اس ــی تی ــاي تقریب ه
محدود متعارف و بـا تعـداد اجـزاي محـدود نسـبتاً زیـاد بـه دسـت         

توانــد مکمــل روش اجــزاي آمــده اســت. در واقــع ایــن روش مــی
ــدود متعـــارف باشـــد و منجـــر بـــه شناســـایی دقیـــق       تـــر محـ

هــاي مــدهاي ارتعاشــی بــالاي تیرهــاي خمشــی بــا جــرم  فرکــانس
ه گــردد. در حقیقــت، در ســه مثــال حــل شــده و الاستیســیته پیوســت

ــا از     ــارامتر بت ــه، پ ــن مقال ــا  01/0در ای ــزایش    40ت ــزان اف ــا می و ب
ــه ازاي     01/0 ــع، ب ــت. در واق ــه اس ــر یافت ــراي   4000تغیی ــدار ب مق

ــانس  ــا، فرک ــارامتر بت ــده و    پ ــبه گردی ــدل محاس ــه م ــن س ــاي ای ه
نمودارهاي آن بر حسب بتـا رسـم شـده اسـت و بـا توجـه بـه ایـن         

ــانس نمو ــتن فرک ــا و داش ــزاي   داره ــه از روش اج ــی ک ــاي تقریب ه
ــانس    ــت، فرک ــده اس ــه دســت آم ــارف ب ــق  محــدود متع ــاي دقی ه
گــردد کــه سیســتم شناســایی شــده اســت. در نتیجــه، ملاحظــه مــی
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شـدت افـزایش   استفاده از ایـن تـابع شـکل حجـم محاسـبات را بـه      
ــی ــه   م ــن روش ب ــه ای ــراي اینک ــر اســت ب ــه ذک ــد. لازم ب ــور ده ط

ــه  مســتقل از ــارف ب ــه شــود،  روش اجــزاي محــدود متع کــار گرفت
باشـــد کـــه ریـــزي جدیـــدي مـــیاحتیـــاج بـــه تـــلاش و برنامـــه

نویســندگان ایــن مقالــه برآننــد در ایــن راســتا ایــن کــار را در        
  هاي بعدي خود انجام دهند.پژوهش

گــــردد در تحقیقــــات بعــــدي، همچنــــین، پیشــــنهاد مــــی
ــانس ــدل  فرک ــی م ــاش طبیع ــاي ارتع ــه  ه ــتري ک ــاي بیش ــامل ه ش
ــاب ــه    ق ــن روش ب ــد، از ای ــز باش ــدي نی ــاي دو بع ــت آورده ه دس

وتحلیــل بیشــتري شــود. ســپس، کــارآیی ایــن روش مــورد تجزیــه 
قرار گیـرد. عـلاوه بـر ایـن، چـون ایـن روش ابتکـاري در مراحـل         

ــراي شناســایی  ابتــدایی خــود مــی باشــد، لازم اســت کــارایی آن ب
نیـز مـورد   هـاي خمشـی بـا مقطـع متغیـر      هـاي طبیعـی تیـر   فرکـانس 

ــا      ــن تیرهـ ــق ایـ ــانس دقیـ ــبه فرکـ ــرد. محاسـ ــرار گیـ ــی قـ بررسـ
پــذیر نیســت و یـا بــراي مــوارد خاصــی  صــورت تحلیلــی امکـان بـه 

ــی  ــن م ــد از روش ممک ــه بای ــد و در نتیج ــراي  باش ــددي ب ــاي ع ه
  .محاسبه فرکانس آنها استفاده کرد
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  فهرست علائم
EI :سختی خمشی تیر  
L :طول تیر  
m :جرم واحد طول تیر  
u :تغییر مکان جانبی تیر  

n (x)ϕ :      ــد ــکل م ــت و ش ــان اس ــابع مک ــط ت ــه فق ــارامتري ک پ
  دهد.ام تیر را نشان میnارتعاشی 

iω :اي مد فرکانس زاویهiام سیستم  
iβ : پارامتري برابر با
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β =  
i (x)ψ :یابی (توابع شکل) جزء محدودتوابع درون  

ek :ماتریس سختی جزء محدود  
em :ماتریس جرم جزء محدود  
eN :کار گرفته شده در مدلتعداد اجزاي محدود به 
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Usually, by modeling the structures using the finite element method, their undamped free vibration frequencies 

are calculated analytically. In addition, the issue of accurate calculation of natural frequencies and the shape of 
vibration modes corresponding to them for bending systems that have distributed mass and elasticity and possibly a 
combination of several bending beams, sometimes requires solving complex mathematical equations and requires a 
relatively heavy mathematical work demands. Bending beams are beams whose axial deformations is insignificant 
compared to their bending deformations, and as a result, these members are assumed to be axially rigid. By using the 
conventional finite element method, the natural vibration frequencies of these beams can be obtained approximately. 
By increasing the number of finite elements used in the model, the calculation error of natural frequencies of 
vibration decreases. When the consistent-mass matrix is used, the frequency values obtained from the finite element 
method converge to the exact frequency values with larger values, while if the lumped-mass matrix is used, the 
frequency values obtained from the finite element method converge to the exact frequency values with smaller 
values. It should be noted that the consistent-mass matrix is non-diagonal, but the lumped-mass matrix is diagonal. 
The interpolation functions (shape functions) used for bending finite elements (beam elements) are polynomial 
functions of the 3rd degree. This bending finite element has two nodes, each node has one translational degree of 
freedom and one rotational degree of freedom. The new idea that came to the authors of this article is that instead of 
using polynomial functions, trigonometric and exponential interpolation functions are used to calculate the stiffness 
matrix and mass matrix of the finite element. In fact, these trigonometric and exponential functions are the solutions 
of the differential equation governing the free vibration of bending beams with distributed mass and elasticity. The 
argument of these trigonometric and exponential functions includes a parameter called beta, which is proportional to 
the square root of angular frequency of the bending beam. By changing this parameter in a suitable range and with a 
certain step, it is possible to plot the changes in the frequencies of the different modes of the studied prismatic beam 
in terms of beta. In this paper, three models were studied, which included a uniform cantilever beam, a uniform 
beam clamped at left side and simply supported at right side, and a uniform beam free at both ends. Using the 
conventional finite element method and using the consistent-mass matrix, these three models were analyzed and the 
approximate frequencies of the first few modes of these beams were calculated, which were greater than their 
corresponding exact values. In the innovative method presented in this article, a uniform beam was modeled with a 
finite element model with one translational degree of freedom and one rotational degree of freedom. The stiffness 
matrix and the mass matrix of this beam were calculated for different betas and having these two matrices, the first 
and second frequency values of this model were calculated for different beta values and its graph was drawn for 
different betas. The values of the maximum frequency of the first frequency are the same as the values of the 
minimum frequency of the second for certain betas, and by specifying these betas, the frequencies of different 
vibration modes can be accurately determined. The detected frequencies of different modes with this method had a 
very good match with their exact corresponding frequencies. For the second model investigated in this paper, one 
rotational degree of freedom was considered. Considering that this beam had only one rotational degree of freedom, 
therefore, by plotting the first frequency of this model for different betas and finding its minimum, the frequency  
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values of different modes of this beam were obtained, which matched the exact values like the previous model very 
well. The third model was the same as the previous two models. The diagram of the first to fourth natural 
frequencies of this model was drawn for different betas. By having the approximate values of the frequencies of 
different modes obtained from the conventional finite element method and these diagrams, the frequencies of 
different modes of the model were identified, which were in good agreement with their corresponding exact values. 
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