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 غیرمنشـوري برنولی  -اولر ي حاضر، کمانش و ارتعاشات آزاد تیريهمقالدر 

با دو روش اجزاي محدود و رایلی ریتـز بررسـی    پاسترناك -بر بستر وینکلر
 در ری ـت مسـاحت  راتیی ـتغ و ینرسیا ممان راتییتغسازي، . براي مدلشودیم

 ییابتدا مساحت و ییابتدا ینرسیا ممان حسب بر یتابع صورتبه ،حالت سه
اول بـا اسـتفاده از روش    در گـام براي حل معادله، . شودیم اعمال معادله در

. در گـام بعـدي، شـکل    گرددیمهمیلتون، معادله دیفرانسیل حاکم استخراج 
ی هرمیتـی (اجـزاي   ابی ـانیمضعیف معادله دیفرانسیل محاسبه شده و از توابع 

توابع تغییر مکان عرضی و توابع  عنوانبهوانی (رایلی ریتز) محدود) و سري ت
 یسـخت  يهـا سیمـاتر در گام آخر، پس از اسـتخراج  . گرددیاستفاده موزن 

 سیمـاتر ی، ماتریس سختی بستر وینکلر و پاسترناك و هندس یمصالح، سخت
کـه   دهـد یم ـنتایج نشان  .دنشویم یبررس معادله ژهیو ریمقاد در نهایت جرم
و ثابـت برشـی    wk و ثابـت فنـري وینکلـر    β شـیب مقطـع   زمـان همش افزای

و کـاهش   K مـؤثر ی در افزایش ضریب طـول  توجهقابل ریأثت pk پاسترناك
گـاهی مختلـف دارد.   در تمامی شرایط مـرزي تکیـه   crP یکمانش بارظرفیت 

و ثابـت   wkو ثابـت فنـري وینکلـر    β زمان شیب مقطـع چنین افزایش همهم
گاهی سـبب افـزایش یـا    بسته به نوع شرایط مرزي تکیه pk برشی پاسترناك

یج در گردد. براي کـاربردي بـودن نتـا   می ω بعدیبکاهش فرکانس طبیعی 
ي نتـایج و نمـایش   ارائـه تـراز بـراي   هـاي هـم  دسی، از منحنـی محاسبات مهن

شود. نتایج مقاله با دو روش اجزاي محدود و رایلی ریتز نمودارها استفاده می
حاضـر و   يسنجی و بررسی گردید. تطابق قابل قبولی بین نتایج مقالهصحت
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  مقدمه -1
آهـن،  هـا، ریـل راه  هایی ماننـد پـی سـاختمان   در تحلیل سازه

ها لازم است که اثر بستر الاستیک مخازن، باند فرودگاه و اسکله
     هـاي متفـاوتی  به همین علـت، نظریـه   سازي لحاظ گردد.در مدل

از جملــه وینکلــر، پاســـترناك و ریســنر معرفـــی شــده اســـت     
)Özmutlu, 2008; Zhang, 2008; Ma et al., 2009; 

Fangshe et al., 2009 .( ع متغیـر  عضـو بـا مقط ـ   از طرفی، یـک
تري اسـت،  نسبت به عضو منشوري که داراي سطح مقطع بزرگ

از ظرفیت باربري بیشتري برخوردار است. امروزه، مهندسان براي 

به حداقل رساندن مصرف مصالح و وزن سازه و افزایش ظرفیت 
بار بحرانی کمانشی از اعضاي با مقطع متغیر در طراحی اعضـاي  

هاي پیشین در زمینه امه به پژوهشکنند. در اداي استفاده میسازه
شـود.  هاي غیرمنشوري بر بستر الاستیک اشاره میپایداري ستون

)، Timoshenko & Gere, 2009نخستین بار تیموشـنکو و گـر (  
)، بازانـت و همکـاران   Wang & Wang, 2004وانگ و وانگ (

)Bazant et al., 1993 ) مـورلی ،(Morley, 1917  و دینیـک (
)Dinnik, 1932هــاي )، بــه مطالعــه ظرفیــت بــار بحرانــی ســتون
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هاي حل بسته معادله دیفرانسیل حاکم یا الاستیک بر مبناي روش
  تقریبی عددي پرداختند. 

)، به مطالعه Shi-rong et al., 2003رونگ و همکاران (شی
 تحـت  دو سـر سـاده   بـا  الاسـتیک  تیـر  یـک  کمانش پس پاسخ

    یی و کــاظمیرهــا .پرداختنــد غیریکنواخــت دمــاي افــزایش
)Rahai & Kazemi, 2008هاي با در ستون )، به بررسی کمانش

مقطع متغیر پلکانی پرداختند. براي حل معادله و بررسی کمـانش  
در مودهاي مختلف از روش انرژي استفاده شده است. ریاحی و 

)، به بررسی پایداري قاب صنعتی Riahi et al., 2012همکاران (
برنـولی بـر مبنـاي روش شـیب افـت       -اولر با اعضاي مقطع متغیر 

دهد که با افـزایش ضـریب   پرداختند. نتایج این پژوهش نشان می
دار مقدار طول مؤثر افـزایش و ظرفیـت بـار    هاي شیبشیب قاب

)، بــه Pinarbasi, 2012یابــد. پینارباسـی ( کمانشـی کــاهش مـی  
ی هاي ارتجاعگاههاي نامنشوري با تکیهتحلیل بار کمانشی ستون

پرداخت. وي از روش تکـرار متغیـر بـراي حـل معادلـه متشـکل       
  استفاده کرد. 

تغییرات سختی به دو صورت نمایی و خطـی در نظـر گرفتـه    
 )، بـه Hadidi et al., 2014شـده اسـت. حدیـدي و همکـاران (    

مقطـع متغیـر پرداختنـد.     بـا  تیرهـاي  دوم مرتبـه  غیرخطـی  تحلیـل 
معادلـه متشـکله بهـره    بـراي حـل    هاي توانیایشان از روش سري

گرفتنـد.   نظر در نیز را تیر طول در متمرکز اند. اثر بارهايگرفته
) بـا اسـتفاده از روش   Hadidi et al., 2014سالمی و همکـاران ( 

برنولی غیر محلی متکی بر بستر  -ریتز به تحلیل تیر اویلر -رایلی
پاسترناك پرداختند و تأثیر حـرارت، شـرایط مـرزي     -الاستیک
، سـختی بسـتر الاسـتیک و پـارامتر غیـر محلـی را مـورد        مختلف

) به Zakeri et al., 2014بررسی قرار دادند. ذاکري و همکاران (
تحلیل ارتعاش آزاد تیر تیموشـنکو متکـی بـر بسـتر ارتجـاعی بـا       

ــددي  ــتفاده از روش ع ــان،    DTEM اس ــدل ایش ــد. در م پرداختن
اي جملـه چنـد  صورت یـک  توزیع مدول الاستیسیته و چگالی به

  کند. در طول تیر تغییر می
) تأثیرات Khorshidi et al., 2016خورشیدي و همکاران (

محیط حرارتی بر ارتعاشات آزاد ورق مستطیلی مدرج دوبعـدي  

مستقر بر بستر پاسترناك را مورد بررسی قرار داد. ایشان از روش 
رایلی ریتز بـر مبنـاي روش حـداقل کـردن انـرژي کـل اسـتفاده        

دهد که افزایش نسبت اضلاع ورق، افزایش نتایج نشان مینمود. 
ضخامت ورق و افزایش ضریب سـختی وینکلـر باعـث افـزایش     

)، بـه  Trinh et al., 2016شـود. ترینـه و همکـاران (   فرکانس می
مطالعه فرکانس طبیعی و ظرفیت بـار بحرانـی نـانو تیـري سـاخته      

ــامیکی و حرار    ــار دین ــابعی تحــت ب ــدرج ت ــواد م ــده از م ــیش  ت
ــه    ــد کـ ــی دهـ ــان مـ ــایج نشـ ــد. نتـ ــت  پرداختنـ ــایی و بهجـ            بابـ

)Babaei & Behjat, 2017   به بررسی بار کمانشـی و فرکـانس (
طبیعی نانو تیري بر بستر الاستیک با لحـاظ اثـرات غیـر موضـعی     

) Soltani & Asgarian, 2019پرداختند. سلطانی و عسـگریان ( 
 بـا  غیرمنشـوري  هـاي نسـتو  آزاد ارتعـاش  و به مطالعـه پایـداري  

  توانی پرداختند.  هايسري روش ترکیب از استفاده
 ضریب شیب منجـر  مقدار نتایج بیانگر آن است که افزایش

 خصـوص بـه  و طول در خمشی و صلبیت مقطع سطح کاهش به

 بحرانـی  کمـانش  بـار  نتیجـه  در و شودمی عضو دیگر در انتهاي

ــزایش کــاهش ــدمــی و ناپایــداري اف و همکــاران خــانیکی  .یاب
)Khaniki et al., 2018 بخشــی خــانیکی) و راجاســکاران و 
)Rajasekaran & Bakhshi Khaniki, 2019(  ــه بررســی ب

پایداري استاتیکی و دینامیکی نـانو تیرهـاي غیرمنشـوري سـاخته     
شده از مـواد مـدرج تـابعی بـر اسـاس تئـوري گرادیـان کرنشـی         

اثرات تغییر مقطـع،  هاي عددي پرداختند. آنها با استفاده از روش
جنس مصالح و مقیاس کوچک را بر روي فرکانس طبیعی و بار 

  برنولی و تیموشنکو مورد بررسی قرار دادند.  -کمانش تیر اویلر
) به مطالعه کمانش تیـر تیموشـنکو   Soltani, 2020سلطانی (

مدرج تابعی غیرمنشوري بر بستر وینکلر با روش اجزاي محـدود  
ایـن اسـت کـه افـزایش تـوان مـاده تـابعی         پرداخت. نتایج بیانگر

سبب افزایش ضریب بار کمانشی و کاهش ظرفیت بار کمانشـی  
)، بـه  Soltani & Ahanian, 2021شـود. سـلطانی و آهنیـان (   می

پیچشـی تیـر جـدار     -بررسی ارتعاشات آزاد و پایـداري خمشـی  
شــده از مــواد مــدرج تــابعی بــر بســتر  اي ســاخته نــازك ماهیچــه
ختند. ایشـان، پایـداري و ارتعـاش آزاد را بـر پایـه      الاستیک پردا
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مدل ولاسو براي مقاطع جدار نازك باز و با اعمال اثـرات محـل   
ــاري در     ــار فش اتصــال بســتر الاســتیک و خــروج از مرکزیــت ب

  معادلات بررسی کردند. 
ري تیـري غیرمنشـوري بـر    در مقاله حاضر، ارتعاشات و پایدا

شود. تغییرات ممـان اینرسـی   پاسترناك بررسی می -ربستر وینکل
صورت تـابعی بـر حسـب    و تغییرات مساحت تیر در سه حالت به

ــال      ــه اعم ــدایی در معادل ــاحت ابت ــدایی و مس ــی ابت ــان اینرس مم
جــایی و فشــار قــائم خــاك توســط فنرهــاي شــود. اثــر جابــهمــی

هاي برشی مطابق مدل ارتجاعی مطابق مدل وینکلر و تغییر شکل
براي حـل معادلـه دیفرانسـیل از روش     شود.پاسترناك لحاظ می

شـود. در  هاي اجزاي محـدود و رایلـی ریتـز اسـتفاده مـی     عددي
یابی هرمیتی درجـه سـوم و در   روش اجزاي محدود از توابع میان

عنوان تابع شکل اي توانی بهروش رایلی ریتز از سري چند جمله
و شود. در نهایت، براي حـل معادلـه   براي حل معادله استفاده می

بعــد و یــافتن پارامترهــاي پاســخ از جملــه (فرکــانس طبیعــی بــی 
هــاي حــل مقــادیر ویــژه اســتفاده  ضــریب طــول مــؤثر) از روش

شود. در مبحث نهم و دهم مقـررات ملـی سـاختمان روابطـی     می
براي بررسی پایداري و ارتعاشات تیرهاي غیرمنشـوري بـر بسـتر    

  پاسترناك ارائه نشده است.  –وینکلر
ي نتــایج تـراز بــراي ارائـه  هـاي هــم ه، از منحنــیدر ایـن مقال ـ 

عنـوان تحقیـق کـاربردي    ي حاضر بهشود. نتایج مقالهاستفاده می
ــاي       ــی تیره ــت طراح ــان جه ــان و طراح ــتفاده مهندس ــراي اس ب

پاسـترناك قابـل اسـتفاده اسـت      –غیرمنشوري بـر بسـتر وینکلـر    
)BHRC, 2020, 2022.(  

  
  مسئله سازيمدل -2

ــکل (  ــابق ش ــ1مط ــتر   ) تی ــر بس ــتیک غیرمنشــوري ب ري الاس
ــا مشخصــات گشــتاور  -روینکلــ ، I(x) دوم ســطح پاســترناك ب

ρواحـد طـول    ، جـرم Eمدول الاستیسـیته   A(x)× ،   طـولL ،
ثابـت برشـی نـوع     ρ ،pk، جرم مخصـوص  A(x)سطح مقطع 
 .شـود یم ـثابت فنري نوع وینکلر در نظر گرفته  wkپاسترناك و 
  بار کمانش بحرانی است. Pدر این مدل، 

  

  
  .پاسترناك – ربر بستر وینکل ریبا مقطع متغتیر  ):1(شکل 

  

  غیرمنشورياعضاي با مقطع  -2-1
  بـودن مقـادیر طـول     رثابتیغدر اعضاي غیرمنشوري به دلیل 

و عرض، گشـتاور دوم سـطح مقطـع و مسـاحت مقطـع در حـال       
بـه   oIو  oAی مقطـع، کنواختیریغتغییر هستند. جهت اعمال اثر 

     در ابتـداي عضـو و ممـان ایرنسـی     تـر بـزرگ ترتیب سطح مقطع 
  آن است.

X     ،فاصله هـر نقطـه از تیـرL    ،طـول تیـرβ   ،شـیب مقطـع       
b  ،عرضh  ارتفاع مقطع وx x / L=  هـر نقطـه    بعـد یب ـه فاصـل     

ــتاز       را دارد  9/0تــا  صــفرمقــادیري از  β. ضــریب هســتند ری
)Soltani & Asgarian, 2019.(  

 بعـد یباینرسی  ممان و مساحت تغییرات بر حاکم معادلات

  .شودیممقطع در سه حالت ذیل بررسی 
ــه یلیمقطــع مســتط عــرضحالــت اول،  در  یطــصــورت خب

  مقطع ثابت است. ارتفاعاما  ابد؛ییکاهش م

)1                                                         (0

0 )

A(x) A 1 βx

I (x

( )

() I 1 βx

= −

= −
  

 β بیدر امتــداد عضــو بــا شــ مقطــع ارتفــاعحالــت دوم،  در
  ثابت است. مقطع عرضاما  ابد؛ییکاهش م

)2           (                                             
3

0

0

A(x) A 1 βx

I (x

( )

( )) I 1 βx

= −

= −
  

 امتـداد  در یلیمسـتط  مقطـع  عـرض  و ارتفاع سوم، حالت در
  .ابدییزمان کاهش مصورت همبه β بیش با و عضو طول

)3                                                       (
4

0

0

2A(x) A 1 βx

I x

( )

( ) I 1 x( )β

= −

= −
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 روش يحرکت بـر مبنـا   لیفرانسیاستخراج معادله د -2-2
   لتونیهم

ــا بخــش نیــا در  حســاب اصــل و يانــرژ روش از اســتفاده ب
. گـردد یم ـ اسـتخراج  موردنظر مجموعه متشکله معادله رات،ییتغ
) لیپتانس ـ -ی(جنبش ـ يکارهـا  يبـرا  کـار  اصـل  دی ـبا منظورنیبد
اثـر   ،يبـار کمـانش محـور    ر،ی ـواحد طول ت در ینرسیاز (ا یناش

 مطابق شود.) نوشته ریت یکرنش يپاسترناك و انرژ -نکلریبستر و

 .هستند برقرار زیر هايفرضیه ،یبرنول -لریاو ریت يتئور

 ؛ماندمی یباق مسطح تغییر شکل از بعد ریت مقطع سطح) الف
xپـلان   در رمکـان ییتغ کی ـ يدارا ریت یعنی z− دوران کی ـ و 

  است. yمحور حول
در پـلان   یشـکل برش ـ  ریی ـو تغ یدوران ینرسی) از اثرات اب
x z− شودینظر مصرف.  
 يایزوا هیفرض که ايگونهبه بوده کوچک دوران هیزاو )ج

 یلبرنـو  -لـر یاو ری ـت يبـرا  ب،ی ـترتنیبـد  .اسـت  صادق کوچک
  .گرددیم فیتعر ریز صورتبه ییجاجابه هايمیدان

)4                                                  (W(x.t)(x.z.t) z
x

∂
φ = −

∂
  

)5                                                         (w(x.z.t) W(x.t)=  

بـه   zو  xگـردد کـه محورهـاي    فوق فرض مـی  روابط در
 یتـار خنث ـ  به نسبت zدر جهت طول و ضخامت هستند و بیترت

  است. ریت یعرض جاییجابهمعرف  Wشود.گیري میاندازه
 صــورتبــه یعرضــ ییجــاجابــه حســب بــر یعرضــ کــرنش

  .شودیم نوشته ریز يطهراب

)6                                                        (
2

xx 2

W(x.t)ε z
x

∂
= −

∂
  

)7                                                  (zz xzε (x.z) γ (x.z) 0= =  

  است. ریشده در ت دجایکرنش نرمال ا انگریب xxεي فوق رابطه در
 از یناش ـ کـار در  ریی ـتغ رات،یی ـاستفاده از اصل حسـاب تغ  با
  .شودیم انیب ریز صورتبه یکرنش يانرژ

)8                                       ( f
 

L A
t

xx xx0
0 0

δU σ δε dAdx dt
 

=  
 

∫ ∫∫  

 هوك قانون مطابق کرنش-تنش روابطاست.  ییزمان نها ft که

  .گرددیم فیتعر ریز صورتبه
)9                                                                      (xx xxσ Eε=  

 يری ـگ) و انتگـرال 8( رابطه در) 9( و) 6( معادلات يگذاریجا با
ــب) 10( رابطــه صــورتبــه ریــت یکرنشــ يانــرژ ،جــزءجزءبــه  انی

  .شودیم

)10(

  

 

  

f

f

f

2 2t L

2 20 0

L
2 2t

2 20
0

2 2t L

2 20 0

W WU EI(x) δ dx dt
x x

W W WEI(x) δW EI(x) δ dt
t tx x

WEI(x) δWdx dt
x x

 ∂ ∂
= − = ∂ ∂ 

  ∂ ∂ ∂ ∂  − −    ∂ ∂∂ ∂     

  ∂ ∂
  ∂ ∂   

∫ ∫

∫

∫ ∫

  

صـورت  در طول واحد تیر بـه  ینرسیاز ا یناش یجنبش يانرژ
  شودینوشته م ریز

)11(                        
  fL t 2

0 0

1 WT ρA(x)( ) dt dx
2 t

∂ =  ∂ ∫ ∫  

 ریی ـتغ ،جـزء جزءبـه  يریگانتگرال و راتییعملگر تغ اعمال با
  .دیآیم دستبه  ریز رابطهصورت به یجنبش يانرژدر 

)12(                       

 
 

 

  

f

f

t
L

0
0

2L t

20 0

WδT ρA(x) δW dx
t

WρA(x) δWdt dx
t

∂ = − ∂ 

 ∂
 ∂ 

∫

∫ ∫
   

صورت به يبار کمانش محور یخارج يرویاز ن یناشي انرژ
  .شودیم انیب ریز

)13(                          
  ft L 2

1 0 0

1 WV P( ) dx dt
2 x

∂ = −  ∂ ∫ ∫  

ــا ــعملگــر تغ اعمــال ب ــگانتگــرال و راتیی      ،جــزءجزءبــه يری
 ارائـه  ری ـز صـورت بـه  يمحـور  نشکما بار از یناش کاردر  رییتغ
  .شودیم

)14 (                          

 
 

 

  

f

f

L
t

1 0
0

2L t

20 0

WδV P δW dt
x

WP δWdt dx
x

∂ = − + ∂ 

 ∂
 ∂ 

∫

∫ ∫
  

 صـورت بهپاسترناك  -ي ناشی از نیروي بستر الاستیک انرژ
  شود.بیان می )15رابطه (



                                                                                 پاسترناك با دو روش اجزاي محدود و رایلی ریتز –بر بستر وینکلر غیرمنشوريآنالیز کمانش و ارتعاشات تیر 
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)15 (                    

 

 

2L

2 P w20

2L

2 P w20

1 WV k k W dx
2 x

WV k k W δWdx
x

 ∂
= − − ∂ 

 ∂
= − − ∂ 

∫

∫
  

و اعمـال   يانـرژ  يبقـا  اصـل  و راتیی ـتغ حساب از استفاده با
  .شوندیم جهینت ریز وابطر ،یو زمان یعیطب يمرز طیشرا

)16 (

  

 
  

 

 

f

f
f

f

2 2 2t L

2 2 20 0

2 2

P w2 2

t 2L t

20 0
0

L2 t

2 0
0

δπ δT δU δV

W WEI(x) ρA(x)
x x t

W Wk k W P δWdxdt
x x

u WρA(x) δW dx EI(x) δW
t t x

W W WEI(x) δ dt P δW
t xx

= − − =

  ∂ ∂ ∂
− + +  ∂ ∂ ∂  

∂ ∂
− + +∂ ∂ 

  ∂ ∂ ∂  − −   ∂ ∂ ∂    

∂ ∂ ∂   +  ∂ ∂∂    

∫ ∫

∫ ∫

∫
 

 

L

0

dt 0=

  

) شـامل دو بخـش اسـت. در بخـش اول     16( معادلـه  نیبنابرا
 يمـرز  طیحاکم بر عضو و در بخش دوم شـرا  لیفرانسیمعادله د

) در 1( شکلبه  توجه بامسئله  طیمسئله استخراج شده است. شرا
 ری ـز رابطـه  طبـق  لیفرانس ـید معادلـه . شـود یتابع شکل اعمـال م ـ 

  .باشدیم

)17                         (
( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2

p w2 2

W WEI x ρA x
x x t

W Wp k k W 0
x x

 ∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂
+ − =

∂ ∂

  

 )18( روابـط  ،)1 شـکل ( یسر مفصـل  دو يمرز طیشرا يبرا
  .شوندمی حاصل یزمانو  یهندس يمرز طیشرا يبرا

)18                                 (       

2

2

2

2

f

w(0.t)M(x 0) 0
x

w(L.t)M(L.t) 0
x

w(0.t) w(L.t) 0

w(x.0) w(x.t ) 0

∂
= = =

∂

∂
= =

∂

= =

= =

  

 -رمعادله دیفرانسیل تیري با مقطع متغیر بر بستر وینکل -2-3
 پاسترناك

با اثر انـرژي کرنشـی، جـرم     موردنظرمعادله دیفرانسیل تیري 
پاسـترناك بـر    -ي و اثـر بسـتر وینکلـر   بـارمحور در واحد طـول،  

برابـر   W(x.t). شـود یم ـزیر بیـان   صورتبهمبناي روش انرژي 
  است. نظر موردبا خیز جانبی تیري 

)19 (   
( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2

p w2

W W WEI x ρA x P
x x t x

Wk k W 0
x

     ∂ ∂ ∂ ∂
+ + +     ∂ ∂ ∂ ∂     

∂
− =

∂

  

 شـده  تحلیـل  اعضـاي  انتهـاي  دو هـر  بـراي  شـرایط مـرزي  

  .گردندیم تعریف زیر صورتبه

)20(  

  ی:مفصل -یمفصل

2 2

2 2

W(0.t) 0,    W(L.t) 0

W(0.t) W(L.t)0. 0
x x

= =

   ∂ ∂
= =   ∂ ∂   

  ی:مفصل -رداریگ

2

2

W(0.t) 0,    W(L.t) 0

W(0.t) W(L.t)0. 0
x x

= =

 ∂ ∂  = =  ∂ ∂   
  :آزاد -رداریگ

2 2

2 3

W(0.t)W(0.t) 0,    0
x

W(L.t) W(L.t)0. 0
x x

∂ = = ∂ 

   ∂ ∂
= =   ∂ ∂   

 

  :رداریگ -رداریگ
W(0.t)W(0.t) 0,    0

x

W(L.t)W(L.t) 0. 0
x

∂ = = ∂ 

∂ = = ∂ 

 

مطـابق   يری ـت W(x.t) یجـانب  زی ـ) پـارامتر خ 19( معادلـه  در
(پـارامتر تـابع    W(x) صورت ضرببه رها،یمتغ ياصل جداساز

  شود.می گرفته نظر) در ی(پارامتر تابع زمان T(t)ر شکل) د
)21                                                                    (iωtT(t) e=  

)22                                                      (W(x.t) w(x)T(t)=  

) 19)، معادلـه ( 19) در معادلـه ( 22هاي (ي معادلهگذاریجابا 
  .شودیمزیر بیان  صورتبه

)23             (

2 2 2
2

2 2 2

2

p w2

d d W d wEI(x) ρA(x)wω P
dx dx dx

d wk k w 0
dx

 
− + + 

 

− =
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فــوق از  لیفرانســیمعادلــه د يهــاپاســخ يریپــذمیتعمــ يبــرا
 یهندس بعدیب ي. پارامترهاشودیپارامترها استفاده م يسازبعدیب
  .شوندیم فیتعر ریصورت زبه

)24                              (

4
0

0

2 42
p w

0 0 0
p w

x

k

ρA Lx w. ω ω . w
L EI L

k L k LPLP . .
EI I I

k
E E

= = =

= = = 

  

  اجزاي محدود روشحل معادله با  -2-4
) و شـرایط مـرزي   19در بخش قبل معادله حاکم بـر مجموعـه (  

ــا اســتفاده از روش اجــزاي  20مســئله ( ) ارائــه شــد. در ایــن بخــش ب
لازم اسـت ابتـدا    منظـور . بدینشودیممحدود معادله مذکور بررسی 

ی ابی ـانی ـمبعدي، از توابـع   در گامشکل ضعیف معادله تشکیل شود. 
 .گردندیمي عضو استفاده هاسیماتربراي استخراج  هرمیتی

  

  شکل ضعیف شده معادله متشکله -2-5
در پژوهش حاضر از روش اجزاي محدود براي حل معادلـه  

 در R(x) ده . در این روش، تابع باقیمان ـشودیممتشکله استفاده 

گیــري ضــرب شــده و از حاصــل آن انتگــرال φ(x) تــابع وزنــی 
 نی ـادر . شـود صـورت معادلـه نمـایش داده مـی    پاسخ به. شودمی

دوبـار   حـداقل  xاست که باید نسـبت بـه    φ(x) تابع وزن  رابطه
  باشد. ریپذمشتق
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∫
  

گردیـده تـا    جـزء جزءبـه گیـري  ) دو بـار انتگـرال  25معادله (
مبادلـه گـردد و دو مرتبـه     φ(x) گیري با تابع وزن دومرتبه مشتق

قی بماند. در نهایت شکل با w(x)ي روي متغیر وابسته ریگمشتق
  شود.ضعیف معادله به شکل رابطه زیر محاسبه می
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∫  

شـرط در یـک جـز     ) چهـار 26( به اینکـه در معادلـه   توجه با
کنـد کـه توابـع    ایجاب مـی  (براي هر گره دو عدد) برقرار است،

پیوسـته  و تا مرتبـه دو   صفر ریغیابی یک جز داراي مشتقات میان
ــان  ــع می ــی   باشــند. انتخــاب تواب ــوع درجــه ســوم هرمیت ــابی از ن           ی

در ایـن  ( شـود پیوندي درجه سه) براي حل معادله استفاده می (با
جملات توابـع میانیـابی از    ).استبرابر با طول هر جز  eLمعادله 

  نوع درجه سوم هرمیتی به شرح ذیل است: 
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) و با استفاده 26( رابطه) در 28(و  )27روابط ( جایگذاريبا 
ي سـختی  هـا سیماتراز ویژگی روش اجزاي محدود، در نهایت 

  .شوندیمنوشته ) 29( رابطه صورتبه
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ــه در آن  کــ
 1

e
ij (S )K و

 2

e
ij (S )K  و

 3

e
ij (S )K  و

 

e
ij (G)K  وe

ijM  ــه بــ
ی مصـالح، سـختی ثابـت    هـاي جـزء سـخت   ترتیب معرف ماتریس

فنري وینکلر، سختی ثابـت برشـی پاسـترناك، سـختی هندسـی،      
  جرم تیر است.

تجمیع ماتریس سختی اعضـا محاسـبه    از ریتي سختی هاسیماتر
s). شوندیم )K ،(G)K ،M  وX    هـاي  به ترتیـب معـرف مـاتریس
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ســختی مصــالح (تجمیــع مــاتریس ســختی مصــالح، بســتر وینکلــر و  
  پاسترناك)، سختی هندسی، جرم و بردارهاي ویژه است.

)30                                              (2
S 0[( M][K ] ω ){X}− =  

بـراي محاسـبه مقـدار ضـریب      نظـر  مـورد  رابطه)، 30( رابطه
است. رابطـه مـذکور از نـوع مقـدار ویـژه       بعدیبفرکانس طبیعی 

ی عــددي ابیــشــهیري هــاروشاســت. بــراي حــل لازم اســت از  
  استفاده شود.

)31                                                      (  
2

S[K ] ω 0[M]− =  

ي تیـر  بار کمانشیبراي محاسبه  نظر مورد رابطهطور مشابه به
  .شودیمبه این صورت بیان 

)32                                                   (  S cr G 0[MK ] P ][ − =  

ي پارامتر جابهي نتایج به محاسبات مهندسی ریپذمیتعمبراي 
بـراي   Kاز پـارامتر ضـریب طـول مـؤثر      crP ظرفیت بار بحرانی

 مـؤثر شـود. ضـریب طـول    ارائه نتایج پژوهش حاضر استفاده می
عطف متوالی در شکل خمیده تیر مقیـد   دونقطههمان فاصله بین 

بـوده و   بعـد یب ـناشی از کمانش است. پارامتر مـذکور پـارامتري   
  ی است.گاههیتکفقط تابع شرایط مرزي مختلف 
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 یتزر -رایلیحل معادله با روش  -2-6

 از یابی ـانیم توابع) از روش اجزاي محدود با 4-2در بخش (
 معادلـه  حـل  يبـرا ) سه درجه يوندیپ(با  یتیهرم سوم درجه نوع

 نای ـحاضـر، در   يمقالـه  نتایج سنجیاعتبار براي. دیگرد استفاده
عنـوان  بـه  یتـوان  يسـر  يابا چندجمله ریتز رایلیبخش از روش 

 .شودیحل معادله متشکله استفاده م يحل دوم براراه

ــ بــراي ــ یــد) با19( هحــل معادل را  یعرضــ ییرمکــانتغ همعادل
را ارضـا کنـد. در مقالـه     يمـرز  یطکـه شـرا  يطـور حدس زد بـه 

بع عنـوان تـا  بـه  یتـوان  يسـر  ايچندجملـه  يهـا ياز سـر  ،حاضـر 
  .شودیاستفاده م یعرض رمکانییتغ

)34                                    (( )  

21

N
mm j 1

j
j 1

w(x) x L x c x −

=

= − ∑  

جمــلات  تعــداد N ژه،یــبــردار و سیمــاتر jc  )،34( رابطــه در
    1m. اسـت  گـاه هی ـتک نـوع  به وابسته يپارامتر 2m و 1m ،يسر
   برابـر  رداری ـگ گاههیتک يبراو  1 برابر ساده گاههیتک يبرا 2mو 
  .است 2

برابــر تــابع    یــزن φ(x) تــابع وزن   ریتــز  –رایلــیدر روش 
  .شودیدر نظر گرفته م یرضع ییرمکانتغ

)35                                    (( )  
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  .شودیم انیب )36(صورت رابطه به تزیر -یلیرا روش

)36                                                                        (
j

Π 0
c

∂
=

∂
  

 استفاده با و) 19) در رابطه (35) و (34روابط ( جایگذاري با
 يهــاسیمــاتر تیــدر نها ،)36( تــزیر -یلــیرا روش یژگــیو از

) نوشـته  29صورت رابطه (روش اجزاي محدود به همانند یسخت
  . شوندیم

 يهــاجــزو روش تــزیر یلــیاجــزاي محــدود و را يهــاروش
 يلهیوس ـبهروش اجزاي محدود  دقت. شوندیمحسوب م يعدد
 شیافـزا جـزء   یسخت هايماتریس عیتجم و ریت يجزءها شیافزا
 يلهیوس ـبـه دقـت حـل معادلـه     تـز، یر یلیاما در روش را ابد؛ییم

  .ابدییم شیافزا یتوان يسر جملات تعداد شیافزا
  
  بحث روي نتایج -3

براي محاسـبه فرکـانس    نظر مورد) روابط 32) و (31( ابطور
هستند و براي حل لازم اسـت   دبعیب بار کمانشیو  بعدیبطبیعی 

ــذکور  محاســبه دترمینــان مــاتریس ضــرایب   لهیوســبــهمقــادیر م
که اشاره شـد از روش اجـزاي محـدود     طورهمانمحاسبه شوند. 

ي هـا روشدر  .شـود یم ـبراي محاسبه تابع شکل معادله اسـتفاده  
افـزایش تعـداد اجـزاء     لهیوس ـبـه عددي افزایش دقـت محاسـبات   

جـزء   50ي ازا بـه  )19مـین منظـور معادلـه (   بـه ه  .شـود یم ـانجام 
تمامی مراحـل فـوق از جملـه محاسـبه مـاتریس       .شودیمبررسی 

ی در س ـیکدنو لهیوس ـبـه سختی و دترمینان ماتریس (مقدار ویژه) 
  .شودیمانجام  )MATLAB( متلب افزارنرم
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  ی نتایجاعتبارسنج -3-1
ی نتایج حاصـل از ایـن پـژوهش، بـه     اعتبارسنجنخست براي 

ي ارائــه شــده توســط هــامــدلایســه نتــایج مــدل پیشــنهادي بــا مق
و  یسـلطان کـه بیـان شـد،     طـور همـان . شـود یممحققین پرداخته 

 و ) به مطالعه پایداريSoltani & Asgarian, 2019( انیعسگر
 روش ترکیـب  از اسـتفاده  بـا  يرمنشـور یغ يهاتیر آزاد ارتعاش

 نـگ اواب در بخشـی از کت ـ  نیهمچن ـتوانی پرداختند.  يهايسر
)Wang & Wang, 2004 کیالاسـت  ری ـت بار کمانشـی )، ظرفیت 

 ي تحلیلی بررسی شـده اسـت.  هاروشبا مقطع متغیر با استفاده از 
و  بعــدیبــ بــار کمانشــیي حاضــر بــه بررســی ظرفیــت مقالــهدر 

 -تیـري بـا مقطـع متغیـر بـر بسـتر وینکلـر        بعـد یبفرکانس طبیعی 
. از نتـایج  شـود یم ـه پاسترناك بـا روش اجـزاي محـدود پرداخت ـ   

حاضـر اسـتفاده    مقالـه سـنجی  ي نـامبرده بـراي صـحت   هـا قیتحق
حاضـر   مقالـه منظور، باید اثرات بستر الاستیک در . بدینشودیم

معـرف شـرایط مـرزي دو     S-Sنادیده گرفته شود. در این مقالـه،  
 C-C ،مفصـلی  -معرف شرایط مـرزي گیـردار   C-S ،یمفصل سر

بیـانگر شـرایط مـرزي     C-Fو  دارریدوسرگمعرف شرایط مرزي 
  آزاد است. -گیردار

و فرکـانس   بعدیب بار کمانشی) مقادیر ظرفیت 1( جدولدر 
تیري با تغییرات (خطـی، مکعبـی و مرتبـه چهـارم)      بعدیبطبیعی 

حاضر  مقاله. مشخص است که نتایج شودیمممان اینرسی بررسی 
ه در روش ی دارد. چنانچ ـقبـول قابـل ي پیشـین تطـابق   هـا قیتحقبا 

ي پـنج جـزء محاسـبه گـردد، مقـادیر      ازابهپیشنهادي مقادیر ویژه 
 09/1حداکثر  بعدیبو فرکانس طبیعی  بعدیب بار کمانشیظرفیت 

بـار  مقـادیر ظرفیـت    کـه یدرصـورت درصد خطـا دارنـد.    15/1و 
جزء بررسـی   50ي ازابه بعدیبو فرکانس طبیعی  بعدیب کمانشی

. در بخشـی  کندیمبه صفر میل  ∆maxشوند. مقدار خطا حداکثر 
سنجی، ظرفیت بـار کمانشـی و فرکـانس طبیعـی     دیگر از صحت

بـه دو روش   پاسـترناك  -بعد تیر غیرمنشوري بر بسـتر وینکلـر  بی
    ) 2ول (امطـابق جـد   شـود. ریتز و اجزاي محدود بررسی می رالی
بعد و فرکانس طبیعی بی بعدظرفیت بار کمانشی بی ) مقادیر4الی (

پاسـترناك بـا دو روش اجـزاي     -ري بر بستر وینکلرتیر غیرمنشو
شود. مشخص است که سـرعت  محدود و رایلی ریتز بررسی می

همگرایـی پاســخ در روش رایلــی ریتــز نســبت بــه روش اجــزاي  
اي تـوانی  محدود بالاتر اسـت و تنهـا بـه ازاي سـري چنـد جملـه      

  شود.حاصل میي دهم دقت مورد نظر مرتبه
  

ي چهـارم ممـان اینرسـی) بـا     براي تیري با مقطع متغیر (تغییرات خطی، مکعبی و مرتبه بعدیبو فرکانس طبیعی  بعدیببار کمانشی  مقادیر :)1( جدول
 .شرایط مرزي مختلف

 شرایط
 مرزي

B 
)(شیب مقطع  

Wang & Wang 
 نتایج جدید  (2004)

Soltani & 
Asgarian 

(2019) 
 نتایج جدید

crP  crP  
ω  

ω  
N = 5 N = 10 N = 50 N = 5 N = 10 N = 50 

ینرسیا ممان یخط راتییتغ  

S-S 

1/00  372/9  373/9  372/9  372/9  868/9  870/9  868/9  868/9  

3/0  343/8  341/8  343/8  343/8  860/9  856/9  857/9  860/9  

5/0  256/7  244/7  254/7  256/7  825/9  818/9  825/9  825/9  

C-S 

1/0  168/19  171/19  166/19  168/19  527/15  152/15  525/15  527/15  

3/0  035/17  010/17  026/17  035/17  768/15  739/15  760/15  768/15  
5/0  739/14  680/14  732/14  739/14  044/16  984/15  028/16  044/16  

C-F 

1/0  393/2  391/2  392/2  393/2  631/3  626/3  630/3  631/3  
3/0  235/2  230/2  234/2  235/2  916/3  898/3  914/3  916/3  
5/0  062/2  054/2  060/2  062/0  315/4  275/4  305/4  315/4  

max∆   -  - 39/0  09/0  0  - 46/0  1/0  0 
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 ).1( جدولادامه 

 شرایط
 مرزي

B 
)(شیب مقطع  

Wang & Wang 
 نتایج جدید  (2004)

Soltani & 
Asgarian 

(2019) 
 نتایج جدید

crP  crP  
ω  

ω  

N = 5 N = 10 N = 50 N = 5 N = 10 N = 50 
ینرسیا ممان مکعبی راتییتغ  

S-S 

1/0  436/8  437/8  436/8 436/8 368/9 369/9 368/9 368/9 

3/0  840/5  848/5  842/5 840/5 302/8 308/8 303/8 302/8 

5/0  628/3  645/3  633/3  628/3  122/7  139/7  126/7  122/7  

C-S 

1/0  252/17 235/17  245/17 252/17 849/14 825/14 842/14 849/14 

3/0  923/11  888/11  914/11  823/11  640/13  580/13  624/13  640/13  
5/0  362/7  351/7  361/7  362/7  300/12  230/12  282/12  300/12  

C-F 

1/0  246/2  243/2  245/2  246/2  559/3  550/3  556/3  559/3  
3/0  798/1  792/1  796/1  798/1  667/3  640/3  660/3  667/3  
5/0  336/1  335/1  336/1  336/1  824/3  780/3  813/3  824/3  

max∆   -  -  33/0  08/0     -  18/1  29/0  0  
ي چهارم ممان اینرسیتغییرات مرتبه  

S-S 

1/0  994/7 998/7  995/7 994/7 362/9 364/9 363/9 362/9 

3/0  836/4 852/4  840/4 836/4 250/8 258/8 252/8 250/8 

5/0  467/2  500/2  477/2  467/2  958/6  982/6  963/6  958/6  

C-S 

1/0  354/16 332/16  347/16 354/16 955/14 922/14 946/14 955/14 

3/0  983/9  874/9  888/9  983/9  962/13  878/13  940/13  962/13  
5/0  048/5 078/5  058/5  048/5 850/12  750/12  825/12 850/12  

C-F 

1/0  175/2  170/2  174/2  175/2  674/2  660/3  670/3  674/3  
3/0  595/1  592/1  594/1 595/1  067/4  022/4 056/4  067/4  
5/0  029/1  036/1  031/1  029/1  625/4  536/4  602/4  625/4  

max∆  - -  09/1  95/0  0   -  1/1  27/0  0 

  
بـا   پاسـترناك  –براي تیري با مقطع متغیر (تغییرات خطی ممان اینرسی) بر بستر وینکلـر  بعدیبو فرکانس طبیعی  بعدیبمقادیر بار کمانشی  ):2( جدول

  .شرایط مرزي مختلف

 طیشرا
يمرز  

β 
 

wk  
or  

pk  

تزیر روش  FEM 
)محدود ياجزا(روش  تزیر روش   FEM 

)محدود ياجزا(روش   

crP  crP  ω  ω  
N N N N 

1 5 10 1 5 20 1 5 10 1 5 20 

S-S 

1/0  
10 =wk  
0 =pk  

400/12  385/10  385/10  400/12  386/10  385/10  425/11  388/10  388/10  425/11  389/10  388/10  

3/0  200/11  355/9  355/9  200/11  353/9  355/9  479/11  438/10  438/10  479/11  437/10  438/10  

5/0  000/10  264/8  264/8  000/10  252/8  264/8  547/11  485/10  485/10  547/11  479/10  485/10  

S-S 

1/0  
0 =wk  
1 =pk  

400/12  372/10  372/10  400/12  373/10  372/10  425/11  382/10  382/10  425/11  383/10  382/10  
3/0  200/11  344/9  343/9  200/11  341/9  343/9  479/11  431/10  431/10  479/11  430/10  431/10  
5/0  000/10  256/8  256/8  000/10  244/8  256/8  547/11  478/10  478/10  547/11  472/10  478/10  
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  ).2( جدولادامه 

 طیشرا
يمرز  

β 
 

wk  
or  

pk  

تزیر روش  FEM 
)محدود ياجزا(روش  تزیر روش   FEM 

)محدود ياجزا(روش   

crP  crP  ω  ω  
N N N N 

1 5 10 1 5 20 1 5 10 1 5 20 

C-S 

1/0  
10 =wk  
0 =pk  

464/28  985/19  985/19  214/29  989/19  985/19  176/20  865/15  865/15  749/20  859/15  865/15  

3/0  964/23  834/17  834/17  214/26  809/17  834/17  321/20  147/16  147/16  779/20  118/16  147/16  
5/0  464/19  513/15  512/15  214/23  456/15  512/15  909/19  477/16  477/16  817/20  419/16  477/16  

C-S 
1/0  

0 =wk  
1 =pk  

464/28  169/20  169/20  500/29  171/20  169/20  720/20  917/15  917/15  850/20  911/15  917/15  
3/0  964/23  035/18  035/18  500/26  009/18  035/18  441/20  210/16  210/16  892/20  180/16  210/16  
5/0  464/19  740/15  739/15  500/23  680/15  397/15  055/20  555/16  555/16  944/20  496/16  555/16  

C-C 

1/0  
10 =wk  
0 =pk  

733/40  236/38  236/38   - 363/38  236/38  683/22  603/22  603/22   - 616/22  603/22  
3/0  533/36  032/34  032/34   - 177/34  032/34  711/22  584/22  584/22   - 609/22  584/22  
5/0  333/32  454/29  453/29   - 671/29  453/29  745/22  483/22  483/22   - 543/22  483/22  

C-C 
1/0  

0 =wk  
1 =pk  

900/40  477/38  477/38   - 600/38  477/38  730/22  656/22  656/22   - 670/22  656/22  
3/0  700/36  374/34  273/34   - 416/34  273/34  762/22  644/22  644/22   - 668/22  644/22  
5/0  500/32  698/29  697/29   - 913/29  697/29  804/22  552/22  552/22   - 611/22  552/22  

max %∆  -  - 54/42  01/0   - 65/49  14/0   - 17/30  0  - 99/30  35/0   - 
  

پاسـترناك بـا    –براي تیري با مقطع متغیر (تغییرات مکعبی ممان اینرسی) بر بستر وینکلر بعدیبو فرکانس طبیعی  بعدیبمقادیر بار کمانشی  ):3( جدول
 .شرایط مرزي مختلف

 طیشرا
يمرز  

β 
 

wk  
or  

pk  

تزیر روش  FEM 
)دودمح ياجزا(روش  تزیر روش   FEM 

)محدود ياجزا(روش   

crP  crP  ω  ω  
N N N N 

1 5 10 1 5 20 1 5 10 1 5 20 

S-S 

1/0  
10 =wk  
0 =pk  

317/11  447/9  447/9  374/11  450/9  447/9  915/10  914/9  914/9  942/10  915/9  914/9  

3/0  599/8  841/6  841/6  058/9  848/6  841/6  058/10  987/8  987/8  323/10  992/8  987/8  

5/0  625/6  593/4  592/4  750/7  608/4  592/4  399/9  022/8  022/8  165/10  037/8  022/8  

S-S 

1/0  
0 =wk  
1 =pk  

317/11  435/9  434/9  374/11  437/9  434/9  915/10  907/9  907/9  942/10  908/9  907/9  
3/0  599/8  841/6  840/6  058/9  848/6  840/6  058/10  982/8  982/8  323/10  987/8  982/8  
5/0  625/6  629/4  628/4  750/7  645/4  628/4  399/9  030/8  030/8  165/10  0452/8  030/8  

C-S 

1/0  
10 =wk  
0 =pk  

518/24  053/18  053/18  650/26  037/18  053/18  135/19  202/15  202/15  818/19  179/15  202/15  

3/0  149/15  663/12  662/12  859/20  631/12  662/12  156/61  079/14  079/14  535/18  019/14  079/14  
5/0  152/9  008/8  007/8  589/17  001/8  007/8  652/13  873/12  873/12  120/18  805/12  873/12  

C-S 
1/0  

0 =wk  
1 =pk  

804/24  252/18  252/18  935/26  235/18  252/18  246/19  261/15  261/15  923/19  237/15  261/15  
3/0  435/15  924/12  923/12  145/21  888/12  923/12  308/16  175/14  175/14  662/18  113/14  175/14  
5/0  438/9  362/8  362/8  875/17  350/8  362/8  863/13  045/13  045/13  266/18  972/12  045/13  

C-C 

1/0  
10 =wk  
0 =pk  

000/37  487/14  487/14   - 625/34  487/34  619/21  488/21  488/21   - 507/21  488/21  
3/0  889/27  036/24  035/24   - 339/24  035/24  843/19  191/19  191/19   - 278/19  191/19  
5/0  646/21  057/15  051/15   - 704/15  051/15  610/18  754/16  754/16   - 011/17  754/16  
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 ).3( جدولادامه 

 طیشرا
يمرز  

β 
 

wk  
or  

pk  

تزیر روش  FEM 
)محدود ياجزا(روش  تزیر روش   FEM 

)محدود ياجزا(روش   

crP  crP  ω  ω  
N N N N 

1 5 10 1 5 20 1 5 10 1 5 20 

C-C 

1/0  
0 =wk  
1 =pk  

167/37  730/34  729/34   - 864/34  729/34  667/21  544/21  544/21   - 563/21  544/21  
3/0  056/28  292/24  291/24   - 592/24  291/24  902/19  266/19  266/19   - 352/19  266/19  
5/0  813/21  354/15  349/15   - 993/15  349/15  682/18  865/16  865/16   - 120/17  865/16  

max %∆  -  - 27/44  04/0   - 67/119  37/0   - 27/6  0  - 75/40  56/0   - 
  

پاسترناك  –براي تیري با مقطع متغیر (تغییرات مرتبه چهارم ممان اینرسی) بر بستر وینکلر بعدیبو فرکانس طبیعی  بعدیبمقادیر بار کمانشی  ):4( جدول
  .با شرایط مرزي مختلف

 طیشرا
يمرز  

β 
 

wk  
or  

pk  

تزیر روش  FEM 
)محدود يااجز(روش  تزیر روش   FEM 

)محدود ياجزا(روش   

crP  crP  ω  ω  
N N N N 

1 5 10 1 5 20 1 5 10 1 5 20 

S-S 

1/0  
10 =wk  
0 =pk  

828/10  006/9  006/9  937/10  009/9  006/9  951/10  937/9  937/9  993/10  939/9  937/9  

3/0  655/7  826/5  826/5  441/8  842/5  826/5  271/10  059/9  059/9  644/10  064/9  059/9  

5/0  650/5  400/3  392/3  375/7  426/3  392/3  944/9  180/8  179/8  863/10  193/8  179/8  

S-S 

1/0  
0 =wk  
1 =pk  

828/10  995/8  994/8  937/10  998/8  994/8  951/10  930/9  930/9  993/10  932/9  930/9  
3/0  655/7  836/5  836/5  441/8  852/8  836/5  271/10  056/9  056/9  644/10  062/9  056/9  
5/0  650/5  472/3  467/3  375/7  501/3  467/3  944/9  204/8  203/8  863/10  218/8  203/8  

C-S 

1/0  
10 =wk  
0 =pk  

790/22  147/17  147/17  556/25  127/17  147/17  050/19  327/15  327/15  883/19  295/15  327/15  

3/0  310/12  601/10  599/10  316/19  585/10  599/10  291/16  482/14  482/14  052/19  399/14  482/14  
5/0  875/6  625/5  621/5  652/16  659/5  621/5  173/14  638/13  638/13  313/19  536/13  638/13  

C-S 

1/0  
0 =wk  
1 =pk  

076/23  355/17  355/17  842/25  332/17  355/17  169/19  391/15  139/15  994/19  358/15  391/15  
3/0  596/12  895/10  894/10  602/19  874/10  894/10  315/16  608/14  608/14  193/19  521/14  608/14  
5/0  161/7  050/6  048/6  938/16  078/6  048/6  464/14  917/13  917/3  478/19  802/13  917/13  

C-C 

1/0  
10 =wk  
0 =pk  

340/35  735/32  734/32   - 886/32  734/32  674/21  505/21  505/21   - 526/21  505/21  
3/0  912/24  075/20  074/20   - 480/20  074/20  313/20  294/19  294/19   - 402/19  294/19  
5/0  833/18  551/10  551/10   - 339/11  551/10  944/19  055/17  055/17   - 373/17  055/17  

C-C 

1/0  
0 =wk  
1 =pk  

507/35  979/32  977/32   - 126/33  977/32  726/21  565/21  565/21   - 586/21  565/21  
3/0  079/25  345/20  344/20   - 745/20  344/20  381/20  385/19  385/19   - 492/19  385/19  
5/0  000/19  870/10  870/10   - 666/11  870/10  032/20  226/17  226/17   - 533/17  226/17  

max %∆  - - 49/78  23/0   - 25/196  01/*1   - 55/24  01/0   - 61/41  18/0   - 
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و ثابـت فنـري    βضریب شـیب مقطـع    زمانهم ریتأث -3-2
  بر ضریب طول مؤثر wkوینکلر

ضـریب شـیب مقطـع     زمـان هـم در این بخش بـه بررسـی اثـر    
ــریب طــول        ــري وینکلــر بــر ض ــوري و ثابــت فن  مــؤثرغیرمنش

ــهیمــ ــ پرداخت ــدین منظــور، ضــریب طــول  شــودیم ــت مــؤثر. ب  ری
  β < 0 > 9/0 یري از ضریب شیب مقطعي مقادازابهمنشوري ریغ

در شـرایط مـرزي   ، wk< 0> 100 بعـد یب ـو ثابت فنري وینکلـر  
نتـایج، تغییـرات    بـودن  يکـاربرد . براي شودیممختلف) محاسبه 

و ضـریب شـیب    بعـد یب ـبر حسب ثابت فنري وینکلـر   مؤثرطول 
. تمـامی  شـود یم ـتـراز نمـایش داده   منحنـی هـم   صـورت بهمقطع 

و  wk بعــدیبــي معادلــه از جملــه ثابــت فنــري وینکلــر پارامترهــا
 بعـد یب ـي پارامترهـا  K مؤثرو ضریب طول  βضریب شیب مقطع 

 تواننـد یم ـهستند. نتایج این تحقیق قابلیت تعمیم دارد و مهندسان 
بـر ثابـت    غیرمنشوريي هاتیرتراز براي طراحی ي همنمودارهااز 

 فنري وینکلر استفاده کنند.

و  بیش ـ بیطـول مـؤثر برحسـب ضـر     راتیی) تغ2شکل ( در
) 2( يهاشکل مطابق. شودینشان داده م بعدیب نکلریو يفنر ثابت

 راتیی ـو تغ رداریدوسـرگ  يمـرز  طیاگر شرا است) مشخص 4( تا
و مرتبـه   یمکعب ـ ،ی(خط ـ صـورت بـه  ری ـتدر طـول   ینرس ـیممان ا

 نکلـر یو يفنـر  ثابـت  ومقطـع   بیش ـ شیافـزا  ،چهارم) فرض شود
طـول مــؤثر   بیضـر  کــاهشو  شیافـزا سـبب   بیــبـه ترت  بعـد یب ـ
  . گرددیم

 میمستق طوربهطول مؤثر  بی) مقدار ضر23به رابطه ( توجه با
 شیافـزا  ب،ی ـترتنی ـابـه اسـت.   اثرگـذار بـار کمانشـی    تی ـبر ظرف

بـار   تی ـظرف شیمنجـر بـه افـزا    بعـد یب نکلریو يفنر ثابت بیضر
 تی ـمنجر بـه کـاهش مقـدار ظرف    بیش بیضر شیو افزا کمانشی

 يفنـر  ثابـت  شی. مشخص اسـت کـه بـا افـزا    شودیم بار کمانشی
. ابـد ییم ـ شیافـزا  کیالاسـت  ری ـت یخمش ـ یسـخت  بعـد یب ـ نکلریو

 ری ـت یخمش ـ یسبب کـاهش سـخت   بیش بیضر شیافزا نیهمچن
 یس ـنریمرتبـه چهـارم ممـان ا    راتیی. در مورد تغشودیم کیالاست

 یخط ـ راتیی ـتغ يبرا زیرااست.  تریبحران مؤثرطول  راتییتغ زین
 بیبـا ش ـ  یطور خطچهارم، پهنا و ضخامت به مرتبه ینرسیممان ا

. ابـد ییم ـ ریی ـزمـان در امتـداد طـول مقطـع تغ    طور هـم و به کسانی
 ینرس ـیچهارم ممـان ا  مرتبه راتییتغ یخمش تیصلب ب،یترتنیابه

تـر  کوچـک  ینرس ـیممـان ا  یو خط ـ یمکعب راتییبا تغ سهیدر مقا
  .شودیم
  

  
 ـغیرمنشـوري بـا تغ   کیالاسـت  يریطول مؤثر ت راتییتغ ):2( شکل  راتیی
 يمـرز  طیشـرا  يبـرا  بعـد یب نکلریو يو ثابت فنر ینرسیممان ا یخط

  .رداریدوسرگ
  

 
 ـغیرمنشـوري بـا تغ   کیالاسـت  يریطول مؤثر ت راتییتغ ):3( شکل  راتیی
 يمـرز  طیشـرا  يبـرا  بعـد یب نکلریو يفنر و ثابت ینرسیممان ا یمکعب

  .رداریدوسرگ
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 يمرز طیشرا ياست که برا نی) مب7( تا) 5( يهاشکل مطابق
 بستر بیضر شیافزا ردار،یدوسرگهمانند حالت  یمفصل -رردایگ

 بیضـر  شیو افـزا  مؤثرطول  بیباعث کاهش ضر بعدیب نکلریو
ر . مشـخص اسـت کـه مقـدا    گـردد یم ـآن  شیمنجر به افـزا  بیش

 β=  9/0 بیش ـ بیضـر  يبدون لحاظ بستر برا مؤثرطول  بیضر
ــدر تغ ــ ریی ــ ،یخط ــهو  یمکعب ــارم مرتب  )89/9، 58/4، 45/1( چه

بـا احتسـاب اثـر ثابـت      مؤثرطول  بیمقدار ضر کهیدرحالاست. 
 .شودیم )06/4، 19/2، 84/0( برابر بیبه ترت نکلریو يفنر

 

  
 ـتغ بـا  غیرمنشـوري  کیالاسـت  يریت مؤثر طول راتییتغ): 4( شکل  راتیی
 طیشـرا  يبـرا  بعدیب نکلریو يو ثابت فنر ینرسیا ممانچهارم  يمرتبه
  .رداریدوسرگ يمرز

  

  
 ـبـا تغ  يمنشـور ریغ کیالاسـت  يریطول مؤثر ت راتییتغ ):5( شکل  راتیی
 يمـرز  طیشـرا  يبـرا  بعـد یب نکلریو يو ثابت فنر ینرسیممان ا یخط
  ی.مفصل –رداریگ

  
 ـغیرمنشـوري بـا تغ   کیالاسـت  يریطول مؤثر ت تراییتغ ):6( شکل  راتیی
 يمـرز  طیشـرا  يبـرا  بعـد یب نکلریو يو ثابت فنر ینرسیممان ا یمکعب

  ی.مفصل –رداریگ
  

  
 ـغیرمنشـوري بـا تغ   کیالاسـت  يریطول مؤثر ت راتییتغ ):7( شکل  راتیی
 طیشـرا  يبـرا  بعدیب نکلریو يو ثابت فنر ینرسیچهارم ممان ا يمرتبه
  ی.مفصل –رردایگ يمرز
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اسـت کـه    مشـخص ) 10( ی) ال ـ8( يهـا شکل مطابق نیهمچن
 زی ـن رداریدوسرگهمانند حالت  یدو سر مفصل يمرز طیشرا يبرا
طـول   بیباعـث کـاهش ضـر    بعدیب نکلریو بستر بیضر شیافزا
مقدار  .گرددیمآن  شیمنجر به افزا بیش بیضر شیو افزا مؤثر
 β=  9/0 بیش ـ بیضـر  يبدون لحاظ بستر برا مؤثرطول  بیضر

ــدر تغ ــ ریی ــ ،یخط ــهو  یمکعب ــارم مرتب  )87/6، 35/3، 04/1( چه
 ثابـت بـا احتسـاب اثـر     مؤثرطول  بیمقدار ضر کهیدرحالاست. 

 یهیبـد . شـود یم ـ )06/4، 2/2، 8/0( برابـر  بیبه ترت نکلریو يفنر
 یحت ـ نکلـر یو بسـتر بـر   ری ـبـا مقطـع متغ   يری ـت از استفاده که است

  است. ریپذامکان زین  β = 9/0 بیش بیضر يازابه
  

  
 ـغیرمنشـوري بـا تغ   کیالاسـت  يریطول مؤثر ت راتییتغ ):8( شکل  راتیی
 دو يمـرز  طیشرا يبرا بعدیب نکلریو يو ثابت فنر ینرسیا ممان یخط
  ی.مفصل سر
  

  
 ـبـا تغ  يمنشـور ریغ کیالاسـت  يریطول مؤثر ت راتییتغ ):9( شکل  راتیی
دو  يمـرز  طیشرا يبرا بعدیب لرنکیو يو ثابت فنر ینرسیممان ا یمکعب

  ی.سر مفصل

  

  
 ـغیرمنشـوري بـا تغ   کیالاست يریطول مؤثر ت راتییتغ): 10( شکل  راتیی
 طیشـرا  يبـرا  بعدیب نکلریو يو ثابت فنر ینرسیچهارم ممان ا يمرتبه
  ی.دو سر مفصل يمرز

  

 یبرش ـ ثابـت و  βمقطـع   بیش ـ بیزمان ضرهم ریتأث -3-3
  طول مؤثر  بیضر بر pkپاسترناك 

 مقطـع  بیش ـ بیضـر  زمـان هـم  اثـر  یبررس ـ بـه  بخش نیا در
 ری ـت مـؤثر  طـول  بیضـر  بـر  پاسترناك یبرش ثابت و غیرمنشوري

 يرمنشـور یغ ری ـت مؤثر طول بیضر منظور،نیبد. شودیم پرداخته
 ثابـت  و، β < 0 > 9/0 مقطـع  بیش ـ بیضـر  از يریمقـاد  يازابه

 مختلـف  يمرز طیشرا در، pk < 0 > 10 عدبیب پاسترناك یبرش
 یبرش ـ ثابـت  جملـه  از معادلـه  يپارامترها یتمام .شودیم محاسبه

 طـول  بیضـر  و β مقطـع  بیش ـ بیضـر  و pk بعـد یب پاسترناك
 .  هستند بعدیب يپارامترها K مؤثر

ــ) تغ13( تــا) 11( يهــاشــکل در طــول مــؤثر برحســب  راتیی
. شـود ینشان داده م ـ بعدیبپاسترناك  یو ثابت برش بیش بیضر
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ممـان   راتیی ـو تغ رداریدوسـرگ  يمـرز  طیاست اگر شرا مشخص
و مرتبـه چهـارم)    یمکعب ـ ،ی(خط ـ صـورت به ریتدر طول  ینرسیا

طـول   ریی ـپاسـترناك در تغ  یثابت برش ـ ریتأث همچنینفرض شود. 
  است.  رتریچشمگ نکلریو يبا ثابت فنر سهیدر مقا مؤثر،

  

  
 ـغیرمنشـوري بـا تغ   کیالاست يریتطول مؤثر  راتییتغ): 11( شکل  راتیی
 يمـرز  طیشرا يبرا بعدیب پاسترناك یبرش ثابتو  ینرسیممان ا یخط

  .رداریدوسرگ
  

  
 ـغیرمنشـوري بـا تغ   کیالاست يریطول مؤثر ت راتییتغ ):12( شکل  راتیی
 يمرز طیشرا يبرا بعدیبرناك پاست یو ثابت برش ینرسیممان ا یمکعب

  .رداریدوسرگ

  

  
 ـغیرمنشـوري بـا تغ   کیالاست يریطول مؤثر ت راتییتغ ):13( شکل  راتیی
 طیشرا يبرا بعدیبپاسترناك  یو ثابت برش ینرسیچهارم ممان ا يمرتبه
  .رداریدوسرگ يمرز

  

بســتر  بیضــر شیافــزا نکلــر،یو يثابــت فنــر طیهماننـد شــرا 
منجـر بـه    بی ـبـه ترت  بیش ـ بیضـر  شیاو افـز  بعـد یب ـپاسترناك 

   بی. مقـدار ضـر  گـردد یم ـ مـؤثر طـول   بیضـر  شیکاهش و افزا
 بیش ـ بیضـر  يبرا پاسترناك یبرش ثابتبدون لحاظ  مؤثرطول 

9/0  =β برابـر بـا   بیچهارم به ترت مرتبهو  یمکعب ،یخط رییدر تغ 
ــدار ضــر کــهیدرحــالاســت. ) 95/4، 43/2، 77/0(    طــول  بیمق

بـا   برابـر  بی ـپاسـترناك بـه ترت   یاب اثـر ثابـت برش ـ  با احتس ـ مؤثر
ثابـت   ریتـأث اسـت کـه    نی ـو نشانگر ا شودیم) 97/0/، 92، 61/0(

 يبا ثابت فنـر  سهیسازه در مقا یسخت شیپاسترناك در افزا یبرش
  است. شتریب نکلریو

) مشـخص اسـت کـه هماننـد     16( تـا ) 14( يهـا شـکل  مطابق
 یمفصـل  -رردایگ يرزم طیشرا يبرا ردار،یدوسرگ يمرز طیشرا

 بیش بیضر شیو افزا بعدیببستر پاسترناك  بیضر شیافزا زین
. گـردد یم ـ مؤثرطول  بیضر شیمنجر به کاهش و افزا بیبه ترت

 يبـرا  پاسترناك یبرش ثابتبدون لحاظ  مؤثرطول  بیمقدار ضر
چهـارم   مرتبـه و  یمکعب ـ ،یخط ـ ریی ـدر تغ β=  9/0 بیش ـ بیضر
، 43/2، 77/0 برابـر بـا   بی ـ) به ترتیمفصل -رردایگ يمرز طی(شرا

  است. 95/4
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 ـبـا تغ  يمنشـور ریغ کیالاست يریطول مؤثر ت راتییتغ ):14( شکل  راتیی
 يمـرز  طیشرا يبرا بعدیبپاسترناك  یو ثابت برش ینرسیممان ا یخط
  ی.مفصل -رداریگ
  

  
 ـغیرمنشـوري بـا تغ   کیالاست يریطول مؤثر ت راتییتغ ):15( شکل  راتیی
 يمرز طیشرا يبرا بعدیبپاسترناك  یو ثابت برش ینرسیا ممان یمکعب

  ی.مفصل -رداریگ

  
 طیشرا يبرااست که  مشخص) 19( تا) 17( يهاشکل مطابق

و  بعــدیبــ پاســترناك بســتر بیضـر  شیافــزا زیــن یمفصــل سـر  دو
 بیضـر  شیمنجر به کاهش و افزا بیبه ترت بیش بیضر شیافزا

  .گرددیم مؤثرطول 

  

  
 ـبـا تغ  يمنشـور ریغ کیالاست يریطول مؤثر ت راتییتغ ):16( شکل  راتیی
 طیشرا يبرا بعدیبپاسترناك  یو ثابت برش ینرسیچهارم ممان ا يمرتبه
  ی.مفصل -رداریگ يمرز

  

  
 ـبـا تغ  يمنشـور ریغ کیالاست يریطول مؤثر ت راتییتغ ):17( شکل  راتیی
 يمـرز  طیشرا يبرا بعدیبپاسترناك  یو ثابت برش ینرسیممان ا یخط

  ی.دو سر مفصل

  
ضـریب شـیب مقطـع و ثابـت فنـري       زمـان هم ریتأث -3-4

  بعدیبوینکلر بر فرکانس طبیعی 
ضریب شیب مقطـع غیرمنشـوري و    زمانهمدر این بخش اثر 
. شـود یم ـبررسـی   بعـد یب ـفرکانس طبیعـی  ثابت فنري وینکلر بر 
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In the analysis of structures such as building foundations, railway rails, reservoirs, airport runways and docks, it 
is necessary to consider the effect of the elastic foundation in modeling. For this reason, different theories such as 
Winkler, Pasternak, and Reisner have been introduced. On the other hand, a member with a variable cross-section 
has a higher load-bearing capacity than a prismatic member with a larger cross-section. Nowadays, engineers use 
members with variable cross-sections in the design of structural members to minimize the consumption of materials, 
to reduce the weight of the structure, and to increase the critical buckling load capacity. Numerous studies have been 
conducted to investigate the critical load capacity of compressive members, particularly focusing on the stability of 
non-prismatic columns on elastic foundations. For the first time, Timoshenko, Wang, Bazzant, Morley, and Dinnik 
studied the critical buckling load of elastic columns based on closed-form solutions or numerical approximations of 
the governing differential equation. In these studies, researchers aimed to provide simplified relations for practical 
use by designers. In the present paper, the vibrations and stability of a non-prismatic beam on a Winkler-Pasternak 
foundation are examined. The variations in the moment of inertia and cross-sectional area of the beam are 
incorporated into the equation in three cases, as functions of the initial moment of inertia and initial cross-sectional 
area. The effects of displacement and vertical pressure of the soil are modeled through elastic springs based on the 
Winkler model, and shear deformations are taken into account according to the Pasternak model. To solve the 
governing differential equation, both the finite element method and the Rayleigh-Ritz method are employed. In the 
finite element method, third-order Hermite interpolation functions are used, while in the Rayleigh-Ritz method, a 
power series expansion is employed as the shape function. Finally, eigenvalue-solving techniques are applied to 
determine the response parameters, including dimensionless natural frequency and effective length factor. All 
calculations, including the computation of material stiffness matrices, geometric stiffness, mass, and Winkler-
Pasternak foundation stiffness, were carried out using MATLAB coding.The results indicate that the simultaneous 
increase in the section slope coefficient, Winkler spring constant, and Pasternak shear constant under various 
support conditions leads to an increase in the effective length and a decrease in the beam's buckling load capacity. 
Additionally, the simultaneous increase in the section slope coefficient, Winkler spring constant, and Pasternak 
shear constant, depending on the type of variations in the moment of inertia along the member, results in either an 
increase or decrease in the dimensionless natural frequency.Both the finite element method and Rayleigh-Ritz 
method were used to solve the governing equation. The Rayleigh-Ritz method, compared to the finite element 
method, is more efficient. With fewer terms, the Rayleigh-Ritz method provides a more accurate calculation of the 
target parameters in comparison to the finite element method. All parameters involved in this study, including the 
section slope coefficient (β), Winkler spring constant (kw), Pasternak shear constant (kp), effective length factor (K), 
and natural frequency (ω), are dimensionless. The ninth topic (year 2020) and the tenth topic (year 2022) of Iran's 
national building regulations do not provide relations for analyzing the stability and vibrations of non-prismatic 
beams on the Winkler-Pasternak foundation. In this paper, aligned curves are used to present the results. The 
findings of this study serve as practical research that can be used by engineers and designers for the design of non-
prismatic beams on Winkler-Pasternak foundations.  
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Furthermore, a practical example demonstrating aligned curves to calculate the critical buckling load capacity 

and natural frequency of the system is provided. The results of previous research are used for verification. There is 
an acceptable agreement between the present results and previous research. 
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